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1 भूमितीतील िूलभूत संबोध

शेजारील चित्र ओळखले का ? इचजप्त 
मधील चिरॅचमडिे हे चित्र आहे. इ.स.िूर्व 
3000 या काळात एरढ्ा प्रिंड रिना 
िूरवीचया लोकांनी कशा केलया असतील ? 
स्ाितय शासत्र आचि भचूमती या क्ेत्रांमधये 
चरकास झालयाखेरीज अशा रिना होऊ शकत 
नाहीत.

भूचमती या नाराररूनि तया शासत्रािा 
उगम समजतो. ‘भू’ महिजे जमीन अाचि 
‘चमती’ महिजे मािन. यारंरून जमीन 
मोजणयाचया गरजेतून हा चरषय चनमा्वि झाला 
असारा.

अनेक देशांत भूचमतीिा चरकास रेगरेगळ्ा काळांत र रेगरेगळ्ा रिनांसाठी झाला. ्ेलस हा आद्य ग्ीक 
गचितज्ञ इचजप्तमधये गेला होता तेवहा तयाने चिरॅचमडिी सारली मोजून र समरूि चत्रकोिांिे गुिधम्व रािरून चिरचॅमडिी 
उिंी ठररली अशी क्ा आहे. िाय्ागोरस हा ्ेलसिा चरद्या्वी होता असेही साचंगतले जाते.

 प्रािीन भारतीयांना देखील भचूमती या चरषयािे सखोल ज्ञान होते. रैचदक काळात भारतीय लोक यज्ञकुंडािी 
रिना करणयासाठी भूचमतीय गिुधमाांिा उियोग करत होते. दोरीचया साहाययाने मािन कसे करारे र चरचरध आकार 
कसे तयार करारेत यािा उले्ख शुलरसूत्रात आढळतो. नंतरचया काळात आय्वभट, रराहचमहीर, ब्रह्मगुप्त, 
भासकरािाय्व इतयादी गचितज्ञांनी या चरषयात मोलािी भर घातली.

जाणून घेऊया.

                                       भूमितीतील िूलभूत संबोध ः मबंदू, रेषा व प्रतल 
                           (Basic concepts in geometry ः point, line and plane)

जयाप्रमािे आिि संखयांिी वयाखया करत नाही तयाप्रमािे चिंदू, रेषा र प्रतल यांचया वयाखया केलया जात नाहीत. 
भूचमतीतील हे काही मूलभूत संिोध आहेत. रेषा र प्रतल हे चिंदूंिे संि आहेत. रेषा महिजेि सरळ रेषा असते, हे 
धयानात ठरेा.

•	 चिंदू, रेषा र प्रतल
•	 चिंदूिे चनददेशक र अंतर
•	 दरमयानता

•	 सशत्व चरधाने
•	 चसद्धता

चला, मिकूया.
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  मबंदूंचे मनददेिक व अंतर  (Co-ordinates of points and distance)

खालील संखयारेषा िाहा. 

0
A DB EC O

1 2 3 4-4 5-5 -1-3 -2

आकृती 1.1
ये्े D हा चिंदू रेषरेरील 1 ही संखया दाखरतो. महिजे 1 ही संखया चिंदू D िा  मनददेेिक आहे असे महितात. 

B चिंदू हा संखयारेषेरर -3 ही संखया दश्वरतो महिून चिंदू B िा चनददेशक -3 हा आहे. तयािप्रमािे A िा चनददेशक 
-5  र  E िा चनददेशक 3 आहे. 

D चिंदूिासून E चिंदू हा 2 एकक अंतरारर आहे महिजेि E र D या चिंदूंमधील अंतर 2 आहे. ये् े एकके मोजून 
आिि दोन चिंदूंमधील अंतर काढू शकतो. या संखयारेषेररील A र B चिंदूंमधील अंतरही 2 आहे. 

आता चिंदूंचया चनददेशकांिा उियोग करून अंतर कसे काढायिे हे िाहू. 
दोन चिंदूंमधील अंतर काढिे महिजे तया चिंदूंचया चनददेशकांिैकी मोठ्ा चनददेशकातून लहान चनददेशक रजा करिे.
D चिंदूिा चनददेशक 1 आहे,   E िा चनददेशक 3 आहे आचि   3 > 1 हे आिलयाला माहीत आहे.

चिंदू  E र D मधील अंतर 3-1 महिजे 2 आहे. 

चिंदू E र D यांमधील अंतर हे d (E,D) असे दश्वरतात. हे अंतर महिजेि l(ED), ही रेख ED िी लािंी 
होय.

d (E, D) = 3 - 1 = 2   
\	 l(ED) = 2  
d (E, D) = l(ED) = 2
तसेि d (D, E) =  2

d (C, D) = 1 - (-2)              
       = 1 + 2 = 3
\	d (C, D) = l(CD) = 3 
तसेि d (D, C) =  3

 d(A,B) काढू. A िा चनददेशक  -5 आहे,   B िा चनददेशक -3 आहे   आचि   -3 > -5
\ d (A, B) = -3 - (-5) = -3+5 = 2. 

ररील सर्व उदाहरिांत चदसून येते, की दोन चभन्न चिंदूंमधील अंतर ही धन संखया असते. तसेि P, Q एकि चिंदू 
असतील तर d( P, Q) = 0, हे धयानात घया.

   

हे लक्ात ठेवूया.

•	 दोन चिंदूंमधील अंतर हे तयांचया चनददेशकांिैकी मोठ्ा चनददेशकातून लहान चनददेशक रजा केलयारर चमळते. 
•	 कोितयाही दोन चिंदूंमधील अंतर ही ऋिेतर रासतर संखया असते. 
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जाणून घेऊया.

  दरमयानता (Betweenness)

 जर P, Q, R हे एकरेषीय चभन्न चिंदू असतील तर खाली चदलयाप्रमािे तीन शकयता संभरतात.

P P PQ QQRR R
आकृती 1.2

  (i) चिंदू Q हा P आचि R यांचया     (ii) चिंदू R हा P आचि Q यांचया   (iii) चिंदू P हा R आचि Q यांचया
 दरमयान असेल.    दरमयान असेल.   दरमयान असेल.

 जर d (P, Q) + d (Q, R) = d (P, R) असेल तर Q हा चिंदू P आचि R चया दरमयान आहे असे  
महितात. ही दरमयानता P - Q - R अशी दश्वरतात. 

उदा (1)  एका संखयारेषेरर A, B आचि C हे चिंदू असे आहेत, की d (A, B) = 5, d (B,C) = 11 आचि 
  d (A, C) = 6, तर तयांिैकी कोिता चिंदू इतर दोन चिंदंूचया दरमयान असेल ?

उकल ः ये्े A, B आचि C यािंैकी कोिता चिंदू इतर दोन चिंदूंचया दरमयान आहे हे खालीलप्रमािे ठररता  
येईल. 

  d(B,C) = 11 . . . .  (I)
  d(A,B) + d(A,C)= 5+6 = 11 . . . . (II)
  \	d (B, C) = d (A, B) + d (A, C) . . . . (I) आचि (II) ररून
  महिजे चिंदू A हा चिंदू B र चिंदू C चया दरमयान आहे.

उदा (2)  एका रसतयारर सरळ रेषेत U, V र A ही शहरे आहेत. U र A यांमधील अंतर 215 चकमी,  
V र A यांमधील अंतर 140 चकमी आचि U र V यांमधील यांतील अंतर 75 चकमी आहे. तर कोिते 
शहर कोितया दोन शहरांचया दरमयान आहे ?

उकल ः  d (U,A) = 215;    d (V,A) = 140;    d (U,V) = 75 
  d (U,V) + d (V,A) = 75 + 140  = 215;  d (U,A) = 215

\	d (U,A) =  d (U,V) + d (V,A)
  \ V हे शहर U र A या शहरांचया दरमयान आहे. 

AB C
65

आकृती 1.3
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उदा (3)  एका संखयारेषेररील A चिंदूिा चनददेशक 5 आहे. तर तयाि रेषरेरील A िासून 13 एकक अंतराररील 
चिंदूंिे चनददेशक काढा.

उकल ः संखयारेषेरर A िासून 13 एकक अंतरारर आकृतीत दाखरलयाप्रमािे A चया डारीकडे T र उजरीकडे 
D असे दोन चिंदू घेऊ.

  

  
  चिंदू A चया डारीकडील चिंदू T िा चनददेशक 5 - 13 = -8 असेल. 
  चिंदू A चया उजरीकडील चिंदू D िा चनददेशक 5 + 13 = 18 असेल. 
  \	चिंदू A िासून 13 एकक अंतराररील चिंदूंिे चनददेशक -8 अाचि 18 असतील.
  पडताळून पाहा ः d (A,D) = d(A,T) = 13

   

  कृती ः

आकृती 1.4

T A
5

5-13 5+13

D
5-8 18

(1) शेजारील आकृतीत चदलेले A, B, C हे चिंदू 
 एकरेषीय आहेत का, हे दोरा तािून धरून तिासा. 
 ते एका रेषेत असलयास कोिता चिंदू इतर दोन 
 चिंदूंचया दरमयान आहे ते चलहा.

(2) शेजारील आकृतीत चदलेले P, Q, R, S हे िार 
 चिंदू आहेत. तयांिैकी कोिते तीन चिंदू एकरेषीय 
 आहेत र कोिते तीन चिंदू एकरेषीय नाहीत ते 
 तिासा. एकरेषीय असिाऱया तीन चिंदूंमधील 
 दरमयानता चलहा.

(3) करायतीसाठी मुलांना सरळ ओळींमधये उभे राहणयास सांचगतले आहे. प्रतयेक ओळीतील मुले सरळ  
 रेषेत आहेत का हे कसे तिासाल ?

(4) प्रकाशचकरि एका सरळ रेषेत जातात हे तुमही कसे िडताळले होते ? आधीचया इयततेत केलेला 
 चरज्ञानातील प्रयोग आठरा.

A B C

Q

P

R
S
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सरावसंच 1.1

1. खाली चदलेलया संखयारेषेचया आधारे िुढील अंतरे काढा. 

 आकृती 1.5

A B C D EH OQ JP K
-5 -4 -2 31-1-3 0 2 4 5 6

 (i) d(B,E)   (ii) d(J, A)  (iii) d(P, C)   (iv) d(J, H)  

 (v) d(K, O)  (vi) d(O, E)   (vii) d(P, J)   (viii) d(Q, B)

2. चिंदू A िा चनददेशक x आचि चिंदू B िा चनददेशक y आहे. तर खालील िाितीत d(A, B) काढा. 

 (i) x = 1, y = 7  (ii) x = 6, y = -2  (iii) x = -3, y = 7 

 (iv) x = -4, y = -5  (v) x = -3, y = -6  (vi) x = 4, y = -8

3. खाली चदलेलया माचहतीररून कोिता चिंदू इतर दोन चिंदूंचया दरमयान आहे ते ठररा. चदलेले चिंदू एकरेषीय 

नसतील तर तसे चलहा. 

 (i) d(P, R) = 7,   d(P, Q) = 10,  d(Q, R) = 3

 (ii) d(R, S) = 8,   d(S, T) = 6,   d(R, T) = 4

 (iii) d(A, B) = 16,  d(C, A) = 9,  d(B, C) = 7

 (iv) d(L, M) = 11,  d(M, N) = 12,  d(N, L) = 8

 (v) d(X, Y) = 15,   d(Y, Z) = 7,  d(X, Z) = 8

 (vi) d(D, E) = 5,   d(E, F) = 8,   d(D, F) = 6

4. एका संखयारेषेरर A, B, C हे चिंदू असे आहेत की,  d(A,C) = 10, d(C,B) = 8 तर d(A, B) काढा.

सर्व िया्वयािंा चरिार करा. 

5. X, Y, Z हे एकरेषीय चिंदू आहेत, d(X,Y) = 17, d(Y,Z) = 8 तर d(X,Z) काढा. 

6. आकृती काढून प्रशनांिी उततरे चलहा. 

  (i) जर A-B-C आचि l(AC) = 11, l(BC) = 6.5,  तर l(AB) =?

 (ii) जर R-S-T आचि l(ST) = 3.7, l(RS) = 2.5,  तर l(RT) =?

 (iii) जर X-Y-Z आचि l(XZ) = 3 7  , l(XY) = 7 ,  तर l(YZ) =?

 7. एकरेषीय नसलेले तीन चिंदू कोिती आकृती तयार करतात ?
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जाणून घेऊया.

इयतता नररीचया गचित भाग I मधय े‘संि’ या प्रकरिात आिि संयोगसंि, छेदसंि यांिा अभयास केला आहे. 
यािा उियोग करून रेषाखंड, चकरि, रेषा यािंे रि्वन चिंदूसंि रूिात करू.

आकृती 1.7
A B P

आकृती 1.9
A M B

(1)  रेषाखंड (Line segment) ः 
 चिंदू A, चिंदू B आचि या दोन चिंदूंचया दरमयानिे सर्व 
 चिंदू यांिा संयोगसंि महिजे रेषाखंड AB असतो. 
 रेषाखंड AB हे ्ोडकयात रेख AB असे चलचहतात. 
 रेख AB महिजेि रेख BA. 
 चिंदू A र चिंदू B हे रेख AB िे अंतयचिंदू आहेत. 
 रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंमधील अंतराला तया रेषाखंडािी लांिी महितात. l(AB) = d (A,B)
 l(AB) = 5 हे AB = 5 असेही चलचहतात. 

आकृती 1.8

A B

DC

आकृती 1.6
A B

(2)  मकरण AB (Ray AB) ः 
 समजा A आचि B हे दोन चभन्न चिंदू आहेत. रेख AB 
 ररील चिंदू आचि A-B-P असे सर्व चिंदू P यांिा 
 संयोगसंि महिजे चकरि AB होय. ये्े चिंदू A ला  
 चकरिािा आरंभचिंदू महितात.

(5)  रेषाखंडांचया एकरूपतेचे गुणधि्म (Properties of congruent segements) ः 
 (i) िरारत्वनता (Reflexivity) रेख AB @ रेख AB 
 (ii) समचमतता (Symmetry) जर रेख AB @ रेख CD तर रेख CD @ रेख AB
 (iii) संक्ामकता (Transitivity) जर रेख AB @ रेख CD र रेख CD @ रेख EF तर रेख AB @ रेख EF

(3)  रेषा AB (Line AB) ः 

चकरि AB िा चिंदूसंि आचि तयाचया चररूद् ध चकरिािा चिंदूसंि चमळून जो संयोगसंि तयार होतोे तो महिजे 
रेषा AB हा चिंदूसिं आहे. 
रेख AB िा चिंदूसंि हा रेषा AB चया चिंदूसंिािा उिसंि आहे.

(4)  एकरूप रेषाखंड (Congruent segments) ः
 जर चदलेलया दोन रेषाखंडांिी लािंी समान असेल 
 तर ते रेषाखंड एकरूि असतात. 
 जर l(AB) = l(CD) तर रेख AB @ रेख CD

(6)  रेषाखंडाचा िधयमबंदू (Midpoint of a segment) ः
 जर A-M-B आचि रेख AM @ रेख MB, तर M चिंदू हा 
 रेख AB िा मधयचिंदू आहे असे महितात. प्रतयेक रेषेाखंडाला  
 एक आचि एकि मधयचिंदू असतो. 
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आकृती 1.10

A B

C D

आकृती 1.11

A B

C

D

(7)  रेषाखंडांची तुलना (Comparison of segments) ः
रेख AB िी लांिी रेख CD िेक्ा कमी असेल, महिजेि जर 
l(AB) < l(CD) तर रेख AB < रेख CD चकंरा  
रेख CD > रेख AB असे चलचहतात. 
रेषाखंडािा लहान-मोठेििा हा तयांचया लांिीरर अरलंिून 
असतो.

(8)  रेषाखंडांची मकंवा मकरणांची लंबता
 (Perpendicularity of segments or rays) ः

दोन रेषाखंड, दोन चकरि चकंरा एक चकरि र एक रेषाखंड यांना 
सामारिाऱया रेषा जर िरसिरांना लंि असतील तर ते दोन 
रेषाखंड, ते दोन चकरि चकंरा एक चकरि आचि एक रेषाखंड 
िरसिरांना  लंि आहेत असे महितात. 
आकृती 1.11 मधये रेख AB ^ रेषा CD,
 रेख AB ^ चकरि CD.

(9)  मबंदूचे रेषेपासूनचे अंतर  (Distance of a point  from  
 a line) ः
 जर रेख CD ^ रेषा AB आचि चिंदू D हा रेषा AB रर असेल 
 तर रेख CD चया लांिीला चिंदू C िे रेषा AB िासूनिे अंतर  
 असे महितात. 
 चिंदू D ला CD या लंिािा लंबपाद महितात.  
 जर l(CD) = a, तर C चिंदू रेषा AB िासून a अंतरारर आहे 
 असे महितात.

आकृती 1.12
A D B

C

सरावसंच 1.2

 1. खालील सारिीत संखयारेषेररील चिंदूंिे चनददेशक चदले आहेत. तयाररून िुढील रेषाखंड एकरूि आहेत का ते 
  ठररा.

चिंदू A B C D E
चनददेशक -3 5 2 -7 9

  (i) रेख DE र रेख AB  (ii) रेख BC र रेख AD  (iii) रेख BE र रेख AD 

 2. चिंदू M हा रेख AB िा मधयचिंदू अाहे आचि AB = 8 तर AM = चकती?

 3. चिंदू P हा रेख CD िा मधयचिंदू अाहे आचि CP = 2.5 तर रेख CD िी लांिी काढा. 

 4. जर AB = 5 सेमी, BP = 2 सेमी आचि AP = 3.4 सेमी तर या रेषाखंडािंा लहान-मोठिेिा ठररा. 



8

 5. आकृती 1.13 चया आधारे खालील प्रशनांिी उततरे चलहा.  

 (i) चकरि RP चया चररुद्ध चकरिािे नार चलहा. 

 (ii) चकरि PQ र चकरि RP  यांिा छेदसंि चलहा. 

 (iii) रेख PQ र रेख QR िा संयोग संि चलहा.

 (iv) रेख QR  हा कोिकोितया चकरिािंा उिसिं आहे?

 (v) R हा आरंभचिंदू असलेलया चररूद ्ध चकरिांिी जोडी चलहा.

 (vi) S हा आरंभचिंदू असलेले कोितेही दोन चकरि चलहा.

 (vii) चकरि SP आचि चकरि ST यांिा छेदसिं चलहा.

 6. खालील आकृती 1.14 चया आधारे प्रशनांिी उततरे चलहा. 
 

आकृती 1.14

UR Q L P A B C V D
-4-6 -2 0 2 4 6

 (i) चिंदू B िासून समदूर असिारे चिंदू कोिते?  
 (ii) चिंदू Q िासून समदूर असिाऱया चिंदूंिी एक जोडी चलहा.
 (iii) d (U,V), d (P,C),  d (V,B), d (U, L) काढा. 

जाणून घेऊया.

  सित्म मवधाने आमण वयतयास (Conditional statements and converse)

जी चरधाने जर-तर रूिांत चलचहता येतात तयांना सशत्व चरधाने असे महितात. सशत्व चरधानांतील 
‘जर’ ने सुरू होिाऱया चरधानास िूराांग (िूरा्वध्व)आचि ‘तर’ ने सुरू होिाऱया चरधानास उततरांग 
(उततराध्व) असे महितात. 

 उदाहरिा््व ः समभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. हे चरधान आहे.

 सित्म मवधान ः जर चदलेला िौकोन समभुज िौकोन असेल तर तयािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. 

 एखादे सशत्व चरधान चदले असेल आचि तयातील िूराांग र उततरांग यांिी अदलािदल केली तर चमळिारे नरे 
 चरधान हे मूळ चरधानािा वयतयास (Converse) आहे असे महितात. 

 एखादे सशत्व चरधान सतय असेल तर तयािा वयतयास हा सतय असतोि असे नाही. िुढील उदाहरिे िाहा.

P QRST
आकृती 1.13
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सित्म मवधान  ः जर  एखादा िौकोन समभुज असेल  तर तयािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. 
वयतयास  ः जर एखाद्या िौकोनािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतील तर तो िौकोन समभुज असतो. 
  या उदाहरिात मूळ चरधान र तयािा वयतयास हे दोनहीही सतय आहेत.
सित्म मवधान  ः  जर एखादी संखया ही मूळ संखया असेल तर ती सम चकंरा चरषम असते.
वयतयास  ः  जर एखादी संखया सम चकंरा चरषम असेल तर ती मूळ संखया असते. 
  या उदाहरिात मूळ चरधान सतय आहे िि वयतयास असतय आहे.

मसद्धता (Proofs) 

आिि कोन, चत्रकोि, िौकोन या आकृतयांचया अनेक गिुधमाांिा अभयास केला आहे. हे गिुधम्व आिि 
प्रायोचगक िद्धतीने चशकलो. या इयततेत आिि भूचमती या चरषयाकडे रेगळ्ा दृष्टिकोनातून िाहिार आहोत. या 
दृष्टिकोनािे श्ेय इसरी सनािूरवी चतसऱया शतकात होऊन गेलेलया ग्ीक गचिती यषु्लिड यांचयाकडे जाते. भचूमती 
चरषयािी तया काळात जी माचहती होती, चतिे सुसिंद्ध संकलन यांनी केले. तयात सुसूत्रता आिली. तयांनी प्रामुखयाने 
असे दाखरले की, काही सरयंचसद्ध र सर्वमानय चरधाने गृहीतके (Postulates) महिून सरीकारली, तर तयांचया 
आधारारर तक्कशुद्ध मांडिीने नरीन गुिधम्व चसद्ध करता येतात. चसद् ध 
केलेलया गुिधमाांना प्रिेये (Theorems) महितात. 

युष्लिड यांनी मांडलेलया गृहीतकांिैकी काही गृहीतके खाली चदली आहेत. 
(1)  एका चिंदूतून जािाऱया असंखय रेषा असतात.
(2)  दोन चिंदूंतून एक आचि एकि रेषा जाते.
(3)  कोिताही चिंदू केंद्र मानून चदलेलया चत्रजयेिे रतु्वळ काढता येते.
(4)  सर्व काटकोन िरसिरांशी एकरूि असतात.
(5) दोन रेषा र तयांिी छचेदका काढली असता एका िाजूला तयार 

झालेलया आंतरकोनांिी िेरीज दोन काटकोनािंेक्ा कमी असेल तर 
तया रेषा तयाि चदशेने राढरलयारर एकमेकींना छेदतात.

 यांतील काही गृहीतके आिि कृतीने िडताळून िाचहली आहेत. 
एखाद्या गुिधमा्विी तक्कशुद्ध चसद्धता देता येत असेल तर तो गुिधम्व सतय मानला जातो. तयासाठी केलेलया 

तक्कशुद्ध मांडिीला तया गुिधमा्विी, महिजेि तया प्रमेयािी मसद्धता (Proof) महितात. 
एखादे सशत्व चरधान सतय आहे असे आिलयाला चसद ्ध करायिे असते, तेवहा तयातील िूराांगाला पक् आचि 

उततरांगाला साधय महितात. 
चसद्धतेिे प्रतयक् आचि अप्रतयक् असे दोन प्रकार आहेत. 
एकमेकांना छेदिाऱया दोन रेषांनी केलेलया कोनांचया गुिधमा्विी प्रतयक् मसद्धता देऊ. 

युक्लिड

जाणून घेऊया.
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प्रिेय ः दोन रेषा एकिेकींना छेदलयास होणारे परसपर मवरुद्ध कोन सिान िापाचे असतात. 
पक् ः रेषा AB  आचि रेषा CD या िरसिरांना O चिंदूत छेदतात. A - O - B, C - O - D

साधय ः (i) ÐAOC	= ÐBOD
 (ii) ÐBOC =	ÐAOD

मसद्धता ः  ÐAOC + ÐBOC  = 180°	. . . . . . . (I)  रेषीय जोडीतील कोन 
 ÐBOC + ÐBOD  = 180°	. . . . . . . (II)  रेषीय जोडीतील कोन 
     ÐAOC + ÐBOC  = ÐBOC + ÐBOD	. . . . . . . चरधान (I)र (II) ररून  
 \ ÐAOC =  ÐBOD. . . . . . .  ÐBOC िा लोि करून.  
  यािप्रमािे ÐBOC =  ÐAOD चसद्ध करता येईल.

अप्रतयक् मसद्धता (Indirect proof) ः
या िद् धतीत सुरुरातीस साधय असतय आहे असे गृहीत धरतात. तया आधारे करेळ तका्वचया आचि आधी मानय 

झालेलया सतयांचया आधारे िायरी िायरीने एका चनषकषा्वियांत िोहोितात. हा चनषकष्व माहीत असलेलया सतय 
गुिधमा्वशी चकंरा िक्ाशी, महिजिे चदलेलया माचहतीशी चरसंगत असतो. तयामुळे साधय असतय आहे हे मानिे िुकीिे 
आहे असा चनषकष्व काढारा लागतो. महिजेि साधय सतय आहे हे सरीकारले जाते. खालील उदाहरि अभयासा.

मवधान ः दोनिेक्ा मोठी असिारी मूळ संखया चरषम असते. 

सित्म मवधान ः जर p  ही 2 िेक्ा मोठी मूळ संखया असेल तर p ही चरषम संखया असते. 

पक् ः p ही 2 िेक्ा मोठी मूळ संखया आहे. महिजेि p िे 1 र p हे दोनि चरभाजक आहेत.

साधय ः p ही चरषम संखया आहे. 

मसद्धता ः p ही संखया चरषम नाही असे मानू.  
  महिजे p ही सम संखया आहे. 
  \	2 हा p िा चरभाजक आहे  ..... (I)
  िि p ही 2 िेक्ा माेठी मूळ संखया चदलेली आहे.    ....(िक्)
  \	p िे 1 र p हे दाेनि चरभाजक आहेत. ..... (II)
  चरधान (I) र (II) ररून िक्ाशी चरसंगती येते. 
  महिून मानलेले चरधान िूक आहे.
  महिजे p ही 2 िेक्ा मोठी मूळ संखया असेल तर ती संखया चरषम आहे हे चसद्ध होते. 

A

B

C

D
O

आकृती 1.15
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सरावसंच 1.3

1. खालील चरधाने जर-तर रूिांत चलहा. 
 (i) समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन एकरूि असतात. 
 (ii) आयतािे कि्व एकरूि असतात. 
 (iii) समद्चरभुज चत्रकोिात चशरोचिंदू र िायािा मधयचिंदू यांना जोडिारा रेषाखंड िायाला लंि असतो. 

2. िुढील चरधानांिे वयतयास चलहा. 
 (i) दोन समांतर रेषा र तयांिी छेचदका चदली असता होिारे वयुतक्म कोन एकरूि असतात.
 (ii) दोन रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया आंतरकोनािंी एक जोडी िूरक असेल तर तया रेषा   

समांतर असतात.
 (iii) आयतािे कि्व एकरूि असतात.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 1

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.

 (i) प्रतयेक रेषाखंडाला चकती मधयचिंदू असतात ?
  (A) एकि (B) दोन (C) तीन (D) अनेक

 (ii) दोन चभन्न रेषा िरसिरांना छेदतात तेवहा तयांचया छेदसंिात चकती चिंदू असतात ?
  (A) अनंत (B) दोन (C) एक (D) एकही नाही

 (iii) तीन चभन्न चिंदूंना समाचरटि करिाऱया चकती रेषा असतात ?
  (A) दोन (B) तीन (C) एक चकंरा तीन       (D) सहा

 (iv) चिंदू A िा चनददेशक -2 र B िा चनददेशक 5 असेल तर d(A,B) = चकती ?
  (A) -2 (B) 5 (C) 7  (D) 3

 (v) जर P-Q-R आचि d(P,Q) = 2, d(P,R) = 10, तर d(Q,R) = चकती ?
  (A) 12 (B) 8 (C) 96  (D) 20

2. संखयारेषरेरील P,Q,R या चिंदूंिे चनददेशक अनुक्मे 3,-5 र 6 आहेत, तर खालील चरधाने सतय आहेत की 
असतय ते चलहा.

 (i) d(P,Q) + d(Q,R) = d(P,R)  (ii) d(P,R) + d(R,Q) = d(P,Q)
 (iii) d(R,P) + d(P,Q) = d(R,Q)  (iv) d(P,Q) - d(P,R) = d(Q,R)

3. खाली काही चिंदूंचया जोडांिे चनददेशक चदले आहेत. तयाररून प्रतयेक जाेडीतील अंतर काढा.
 (i) 3, 6   (ii) -9, -1  (iii) -4, 5  (iv) x, -2 
 (v) x + 3, x- 3 (vi) -25, -47 (vii) 80, -85
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4. संखयारेषेरर P चिंदूिा चनददेशक -7 आहे तर P िासून 8 एकक अंतरारर असिाऱया चिंदूंिे चनददेशक काढा.

5. चदलेलया माचहतीनुसार खालील प्रशनांिी उततरे चलहा.
 (i) जर A-B-C र d(A,C) = 17, d(B,C) = 6.5 तर d (A,B) = ?
 (ii) जर P-Q-R र d(P,Q) = 3.4, d(Q,R)= 5.7 तर d(P,R) = ?

6. संखयारेषेरर A चिंदिूा चनददेशक 1 आहे. A िासून 7 एकक अंतराररील चिंदूंिे चनददेशक काढा.

7. िुढील चरधाने सशत्व रूिात चलहा.
 (i) प्रतयके समभुज िौकोन हा िौरस असतो.
 (ii) रेषीय जोडीतल कोन िरसिरांिे िूरक असतात.
 (iii) चत्रकोि ही तीन रेषाखंडांनी तयार झालेली आकृती असते.
 (iv) केरळ दोनि चरभाजक असलेलया संखयेला मूळ संखया महितात.

8. िुढील चरधानांिे वयतयास चलहा.
 (i) जर एखाद्या िहुभुजाकृतीचया कोनांचया मािािंी िेरीज 1800 असेल तर ती आकृती चत्रकोि असते.
 (ii) दोन कोनांचया मािांिी िेरीज 900 असेल तर ते िरसिरांिे कोचटकोन असतात.
 (iii) दोन समांतर रेषांना छचेदकेने छेदले असता होिारे संगत कोन एकरूि असतात.
 (iv) संखयेतील अंकांचया िेरजेला 3 ने भाग जात असेल तर तया संखयेला 3 ने भाग जातो.

9. िुढील चरधानांतील िक् र साधय चलहा.
 (i) जर चत्रकोिाचया तीनही िाजू एकरूि असतील तर तयािे तीनही कोन एकरूि असतात.
 (ii) समांतरभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात.

10*. खालील चरधानांसाठी नामचनददेचशत आकृती काढून तयाररून िक्, साधय चलहा.
 (i) दोन समभुज चत्रकोि, समरूि असतात.
 (ii) जर रेषीय जोडीतील कोन एकरूि असतील तर तयांिैकी प्रतयेक कोन काटकोन असतो.
 (iii) चत्रकोिाचया दोन िाजूरंर काढलेले चशरोलंि जर एकरूि असतील तर तया दोन िाजू एकरूि असतात.

qqq
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2 सिांतर रेषा

शेजारील चित्रात दाखरलया प्रमािे ष्खडकीचया आडवया 
समांतर गजांरर एखादी काठी चतरकी धरून िाहा. 
चकती कोन झालेले चदसतात ?

सिांतर रेषा ः जया रेषा एकाि प्रतलात असतात िरंतु एकमेकींना 
छेदत नाहीत तया रेषांना समांतर रेषा असे महितात.

• दोन रेषा र तयांिी छचेदका यांचयामुळे होिाऱया  
 कोनांचया जोडा आठरतात का ?
 आकृती 2.1 मधये रेषा l र रेषा m यािंी रेषा n 
 ही छेचदका आहे. ये् े एकूि आठ कोन 
 तयार झाले आहेत. तयांचयातील कोनांचया 
 जोडा िुढीलप्रमािे आहेत.
संगत काेनांचया जोड्ा
(i) Ðd, Ðh
(ii) Ða, 
(iii) Ðc, 
(iv) Ðb, 

आंतरवयुतक्रि कोनांचया जोड्ा
(i) Ðc, Ðe
(ii) Ðb, Ðh
बाह्यवयुतक्रि कोनांचया जोड्ा
(i) Ðd, Ðf
(ii) Ða, Ðg

छेमदकेचया एका बाजूचया  
आंतरकोनांचया जोड्ा
(i) Ðc, Ðh
(ii) Ðb, Ðe

िहत्वाचे काही गुणधि्म ः
(1) दाेन रेषा एकमेकींना छेदलयारर होिारे चररुद्ध कोन समान मािािे असतात.
(2) रेषीय जोडीतील कोन िरसिरांिे िूरक असतात.

a
bc

d

e
fg

h

l

m

n

आकृती 2.1

•	 समांतर रेषा र छचेदका यांमुळे
 होिाऱया कोनांिे गुिधम्व

•	 रेषांचया समांतरतेचया कसोट्ा
•	 समांतर रेषांचया गिुधमाांिा उियोग

m

l

चला, मिकूया.

जरा आठवूया.
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1 2 1 2

(3) जेवहा संगतकोनांिी एक जोडी एकरूि असते तेवहा संगत कोनांचया उरलेलया सर्व जोडा एकरूि  
 असतात. 
(4) जेवहा वयुतक्म कोनांिी एक जोडी एकरूि असते तेवहा वयुतक्म कोनांचया इतर सर्व जोडा एकरूि  
 असतात. 
(5) जेवहा छेचदकेचया एकाि िाजूचया आंतरकोनािंी िेरीज 180° होते तेवहा आंतरकोनांचया दुसऱया  
 जोडीतील कोनांिी िेरीजही 180° होते.

जाणून घेऊया.

 सिांतर रेषांचे गुणधि्म (Properties of parallel lines)

  कृती ः
 दोन समांतर रेषा र तयांिी छेचदका यांचयामुळे तयार झालेलया कोनांचया गुिधमाांिा िडताळा घेिे.
  जाड रंगीत कागदािा एक तुकडा घया. तयारर दोन समांतर रेषा काढून एक छेचदका काढा. 
 या चतनही रेषांरर सरळ काडा चडंकाने चिकटरा. ये् े तयार झालेलया आठ कोनािंैकी कोन 1 र कोन 2 चया 
 कोनांचया मािांएरढे रंगीत िचत्रकेिे तुकडे कािा. ( खालील आकृतीत दाखरलयाप्रमािे) हे तुकडे 
 संिंचधत संगतकोन, वयुतक्मकोन र आंतरकोनांजरळ ठेरून गिुधमाांिा िडताळा घया.
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दोन समांतर रेषांचया छेचदकेमुळे होिाऱया कोनांिे, कृतीने िडताळलेले गुिधम्व आता चसद्ध करू. हे गिुधम्व 
चसद्ध करणयासाठी आिि युष्लिडिे िुढे चदलेले प्रचसद ्ध गृहीतक रािरिार आहोत.

दोन रेषा र तयांिी एक छचेदका काढली असता एका िाजूला तयार झालेलया आंतरकोनािंी िेरीज दोन   
काटकोनांिेक्ा कमी असेल तर तया सरळ रेषा तयाि चदशेने राढरलयारर एकमेकींना छेदतात.

  आंतरकोनांचे प्रिेय (Interior angle theorem)

प्रिेय ः दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर छचेदकेचया कोितयाही एका िाजूला असिारे आंतरकोन 
  एकमेकांिे िूरककोन असतात. 

पक् ः रेषा l ॥ रेषा m आचि रेषा n ही छेचदका आहे.
  तयामुळे आकृतीत दाखरलयाप्रमािे Ða, Ðb 
  र Ðc, Ðd हे आंतरकोन झाले आहेत.

साधय ः Ða + Ðb = 180°
  Ðd + Ðc = 180°
मसद् धता ः Ða र Ðb यांचया मािांचया िेरजेिाित तीन शकयता आहेत.
  (i) Ða + Ðb < 180° (ii) Ða + Ðb > 180° (iii) Ða + Ðb = 180°
  यािंैकी (i) Ða + Ðb < 180° सतय मानू.
  रेषा l र रेषा m या Ða आचि Ðb छचेदकेचया जया िाजूला आहेत तया चदशेने राढरलयास 
  एकमेकींना छेदतील. ...(यषु्लिडचया गृहीतकानुसार)
  िरंतु रेषा l आचि रेषा m या समांतर रेषा आहेत. ..........िक्
  \ Ða + Ðb < 180° हे अशकय आहे. . . . . . . . .(I)
  आता Ða + Ðb > 180° ही शकयता सतय मानू.
  \	Ða + Ðb >180° 
  िरंतु Ða + Ðd = 180° 
  आचि Ðc + Ðb = 180° . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  \	Ða + Ðd + Ðb + Ðc = 180° +180° = 360°
  \Ðc + Ðd = 360° - (Ða + Ðb) 
  जर Ða + Ðb >180° असेल तर [360°  - (Ða + Ðb)] < 180°
  \Ðc + Ðd < 180°

a
bc
d m

n

l

आकृती 2.2
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  \	तसे असलयास  Ðc आचि Ðd छेचदकेचया जया िाजूला आहेत तया चदशेने राढरलयास 
  रेषा l आचि रेषा m एकमेकींना छेदतील.
  \Ðc + Ðd < 180 हे अशकय. 
  महिजेि Ða + Ðb >180° हे अशकय. ...... (II)
  \	Ða + Ðb = 180° ही एकि शकयता उरते. ......(I) र (II) ररून
  \	Ða + Ðb = 180° तसेि Ðc + Ðd = 180°
  लक्ात घया की, या चसद् धतेमधये आिि Ða + Ðb >180° , Ða + Ðb <180° या दोनही  
  शकयता चरसंगतीमुळे नाकारलया महिजे ही एक अप्रतयक् चसद् धता आहे.

संगत कोनांचे व वयुतक्रि कोनांचे गुणधि्म (Corresponding angle and alternate angle theorem)

प्रिेय ः दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया संगत कोनांचया जोडीतील कोनांिी मािे समान  
  असतात.

पक् ः रेषा l  ||	 रेषा m 
  रेषा n ही छचेदका आहे.

साधय ः Ða = Ðb 

मसद् धता ः Ða + Ðc = 180° . . . . . .  (I) रेषीय जोडीतील कोन
    Ðb + Ðc = 180° . . . . . . (II) समांतर रेषािंा आंतरकोनांिा गुिधम्व
    Ða + Ðc = Ðb + Ðc . . . चरधान (I) र (II) ररून
    \	Ða = Ðb

प्रिेय ः दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया वयुतक्म कोनांचया जोडीतील कोनांिी मािे समान  
  असतात. 

पक् ः रेषा l  ||	 रेषा m 
  रेषा n ही छचेदका आहे.

साधय ः Ðd = Ðb 

मसद् धता ः Ðd + Ðc = 180° . . . . . . . . (I) रेषीय जोडीतील कोन
    Ðc + Ðb = 180° . . . . . . . . (II) समांतर रेषािंा आंतरकोनािंा गुिधम्व
    Ðd + Ðc = Ðc + Ðb . . . . . . . . चरधान (I) र (II) ररून
    \	Ðd = Ðb

a

b
c

m

n

l

आकृती 2.3

b
cd

m

n

l

आकृती 2.4
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P
H

K
GM S

D
R 85°

आकृती 2.5

1. आकृती 2.5 मधये रेषा RP || रेषा MS र रेषा DK 
 ही तयांिी छचेदका आहे. ÐDHP = 85° 
 तर खालील कोनांिी मािे काढा.
 (i) ÐRHD  (ii) ÐPHG
 (iii) ÐHGS  (iv) ÐMGK

2. आकृती 2.6 िाहा. रेषा p || रेषा q आचि 
 रेषा l  र रेषा m  या छचेदका आहेत. 
 काही काेनािंी मािे दाखरली आहेत. याररून  
 Ða, Ðb, Ðc, Ðd यांिी मािे काढा.

4*. आकृती 2.8 मधये, ÐPQR आचि ÐXYZ  
यांचया भुजा िरसिरांना समांतर आहेत. 

 तर चसद् ध करा, की
 ÐPQR @ ÐXYZ

आकृती 2.7

a
b

pn

m

l45°

c

आकृती 2.8

P

Q
R

X

Y
Z

आकृती 2.6

p

a

l

m

q

b

c d

110°

115°

3. आकृती 2.7 मधये रेषा l || रेषा m र 
 रेषा n || रेषा p आहे. एका कोनाचया चदलेलया  
 मािाररून Ða, Ðb, Ðc िी मािे काढा.

सरावसंच 2.1
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जाणून घेऊया.

सिांतर रेषांचया गुणधिाांचा उपयोग

 समांतर रेषा र तयांिी छचेदका यांचयामुळे होिाऱया कोनांचया गुिधमाांिा उियोग करून चत्रकाेिािा एक 
गिुधम्व चसद् ध करु.

प्रिेय ः कोितयाही चत्रकोिाचया सर्व कोनांचया मािांिी  िेरीज 180° असते. 

पक् ः  D ABC हा कोिताही एक चत्रकोि आहे. 

साधय ः ÐABC + ÐACB + ÐBAC = 180°

रचना ः		A चिंदूतून रेख BC ला समांतर रेषा l काढा.
 तयारर P र Q चिंदू असेही घया की, P-A-Q

मसद्धता ः रेषा PQ úú  रेख BC र रेख AB ही छेचदका.

 \	ÐABC =	ÐPAB.......(वयुतक्म कोन).....I

 रेषा PQúú  रेख BC र रेख AC ही छचेदका. 

	 \	ÐACB =	ÐQAC.......(वयुतक्म कोन).....II

	 चरधान I र II याररून, 

	 	ÐABC +	ÐACB = ÐPAB +	ÐQAC . . . III

 समीकरि III चया दोनही िाजूंत ÐBAC चमळरू. 

ÐABC +	ÐACB  + ÐBAC = ÐPAB +	ÐQAC + ÐBAC

       = ÐPAB +	ÐBAC + ÐQAC

       = ÐPAC +	ÐQAC  ...(ÐPAB + ÐBAC = ÐPAC)  
                             = 180°  ...(रेषीय जोडीतील कोन)

  महिजिे चत्रकोिाचया तीनही कोनांचया मािांिी िेरीज 180°	असते.  

A

B C
आकृती 2.10

A

B C

P Q

आकृती 2.11

5. आकृती 2.9 मधये, रेषा ABúú  रेषा CD आचि  
 रेषा PQ ही छचेदका आहे तर आकृतीत   
 दाखरलेलया कोनांचया मािांररून िुढील कोनांिी  
 मािे काढा. 
 (i) ÐART  (ii) ÐCTQ 
 (iii) ÐDTQ  (iv) ÐPRB

आकृती 2.9

A B

C D

P
R

T

Q

105°
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m

l

आकृती 2.12

चला, चचा्म करूया.

शेजारील प्रतलात रेषा l र रेषा m या एकमेकींना समांतर 
आहेत का हे कसे ठरराल ?

जाणून घेऊया.

   रेषांचया सिांतरतेचया कसोट्ा  (Tests for parallel lines)

 दोन रेषा र तयांिी छेचदका तयांचयामुळे होिारे कोन तिासून आिि तया दोन रेषा समांतर आहेत का ते ठररू 
शकतो.

(1)	 छचेदकेचया एका िाजूचया आंतरकोनांिी जोडी िूरक कोनांिी असेल तर तया रेषा समांतर असतात.
(2) वयुतक्म कोनांिी एक जोडी समान असेल तर तया रेषा समांतर असतात.
(3) संगत कोनांिी एक जोडी समान असेल तर तया रेषा समांतर असतात. 

सिांतर रेषांची आंतरकोन कसोटी (Interior angles test)

प्रिेय ः दोन चभन्न रेषांना एका छचेदकेने छेदले असता छेचदकेचया  एका िाजूचया आंतरकोनािंी िेरीज 180°  
  असेल तर तया रेषा समांतर असतात.

पक् ः रेषा AB र रेषा CD यािंी रेषा XY ही छचेदका आहे.
  ÐBPQ + ÐPQD = 180°
साधय ः  रेषा AB || रेषाCD

मसद ्धता ः ही कसोटी आिि अप्रतयक् िद् धतीने चसद् ध करिार आहोत. 
    साधयातील चरधान िूक आहे असे मानू.
  \ रेषा AB र रेषा CD समांतर नाहीत
  हे चरधान सतय मानू.
  समजा, रेषा AB र रेषा CD या T चिंदूत छेदतात.
  तयामुळे D PQT तयार झाला.
  ÐTPQ + ÐPQT + ÐPTQ = 180° . . . . . . चत्रकोिाचया कोनािंी िेरीज
  िरंतु ÐTPQ + ÐPQT = 180° चदले आहे. . . . . िक्
  यामुळे चत्रकोिाचया दोन कोनांिी िेरीजि 180° आहे.
  िि चत्रकोिाचया तीन कोनांिी िेरीज 180° असते.
  \	ÐPTQ = 0° चमळतो. 

A
B

C

P

Q

X

Y

T
D

आकृती 2.14

आकृती 2.13

A B

C

P

Q
D

X

Y



20

 \	PT र  QT या रेषा महिजेि रेषा AB आचि रेषा CD या चभन्न राहिार नाहीत. 
 आिलयाला रेषा AB र रेषा CD या चभन्न रेषा आहेत असे चदले आहे.
 महिजे िक्ाशी चरसंगती चमळते.
 \	आिि गृहीत धरलेले चरधान िूक आहे. महिजे रेषा AB र रेषा CD समांतर आहेत.
 याररून दोन रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया एका िाजूचया आंतरकाेनािंी जोडी िूरक असेल  
 तर तया रेषा समांतर असतात, हे चसद् ध होते. या गुिधमा्वला समांतर रेषांिी आंतरकोन कसोटी महितात.

 ही कसोटी गृहीत धरून इतर दोन कसाेट्ा चसद ्ध करू.

वयुतक्रि कोन कसाेटी (Alternate angles test)

प्रिेय ः दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता होिाऱया वयुतक्म काेनािंी एक जोडी एकरूि असेल तर तया  
  रेषा समांतर असतात. 
पक् ः रेषा l र रेषा m यािंी रेषा n ही छचेदका.
  Ða र Ðb ही वयुतक्म कोनांिी एक जोडी एकरूि आहे.
  \ Ða = Ðb
साधय ः रेषा l || रेषा m
मसद ्धता  ः  Ða + Ðc = 180°  . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  Ða = Ðb . . . . . . . . . . िक्
  \ Ðb + Ðc = 180°
  िरंतु Ðb र Ðc हे छेचदकेचया एका िाजिूे अांतरकोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m . . . . . . . आंतरकोन कसोटीररून.
  या गिुधमा्वला समांतर रेषािंी वयुतक्रि काेन कसोटी महितात.

संगतकोन कसोटी (Corresponding angles Test)

प्रिेय ः दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता होिाऱया संगत कोनांिी एक जोडी एकरूि असेल तर तया रेषा  
  समांतर असतात.
पक् ः रेषा l  र रेषा m यांिी रेषा n ही छचेदका
  Ða र Ðb ही संगत कोनांिी जोडी आहे.
  \ Ða = Ðb
साधय ः  रेषा l || रेषा m
मसद् धता  ः  Ða + Ðc = 180° . . . . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  Ða = Ðb . . . . . . . . . . . . . िक्
  \	Ðb + Ðc = 180°
  महिजेि छेचदकेचया एका िाजूिे आंतरकोन िूरक कोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m . . . . . . . आंतरकोनािंी कसोटीे
  या गिुधमा्वला समांतर रेषािंी संगतकाेन कसोटी महितात.

a

b

c

m

n

l

आकृती 2.16

a

b

c

m

n

l

आकृती 2.15



21

a

b
m

n

l

आकृती 2.19

m

n

x
y

l

आकृती 2.18

आकृती 2.20

m n

ab K

x y

l

उपप्रिेय I  जर एक रेषा तयाि प्रतलातील दोन रेषांना लिं असेल तर तया दोन रेषा िरसिरांना समांतर असतात. 

पक् ः रेषा n ^	रेषा l आचि रेषा n ^	रेषा m
साधय ः रेषा l || रेषा m
मसद् धता ः रेषा n ^	रेषा l र रेषा n ^	रेषा m हे चदले आहे. 

  \		Ða = Ðc = 90° 
  Ða र Ðc हे रेषा l र रेषा m यांचया

  रेषा n या छचेदकेमुळे झालेले संगतकोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m    . . . . रेषांचया समांतरतेिी संगतकोन कसोटी

उपप्रिेय II जर एका प्रतलातील दोन रेषा तयाि प्रतलातील चतसऱया रेषेला समांतर असतील तर तया रेषा िरसिरांना  
  समांतर असतात हे चसद ्ध करा.

सरावसंच 2.2

आकृती 2.17

m

l

n

a

c

1.  आकृती 2.18 मधये y = 108° आचि x = 71° 
      तर रेषा m र रेषा n समांतर होतील का ? 
      कारि चलहा. 

2.  आकृती 2.19 मधये जर Ða @	Ðb	तर 
 चसद् ध करा रेषा l ||	रेषा m

3.  आकृती 2.20 मधये जर Ða @	Ðb	आचि
	 Ðx @	Ðy तर चसद् ध करा की रेषा l ||	रेषा n

4.  आकृती 2.21 मधये जर चकरि BA || चकरि DE,  
ÐC = 50° आचि ÐD = 100°, तर ÐABC िे माि 
काढा.

(सिूना ः चिंदू C मधून रेषा AB ला समांतर रेषा काढा.) 

A B

C

ED

आकृती 2.21

100°

50°
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5.        आकृती 2.22 मधये चकरि AE ||	चकरि BD
 चकरि AF हा ÐEAB िा आचि चकरि BC हा 

ÐABD िा दुभाजक आहे, तर चसद ्ध करा की,  
रेषा AF ||	रेषा BC

A B
P

E

C DQ

RS

F

आकृती 2.23

आकृती 2.22

A

xx

yy
B

C

E
F

D

6. रेषा AB र रेषा CD या रेषांना रेषा EF ही अनकु्मे 
 P र Q चिंदूंत छेदते. चकरि PR र चकरि QS हे 
 समांतर चकरि असून अनुक्मे ÐBPQ र  
 ÐPQC िे दुभाजक आहेत, तर चसद् ध करा  
 रेषा AB ||	रेषा CD

संकीण्म प्रशनसंग्रह 2

1.   खालील चरधानांतील ररकामया जागा भरणयासाठी चदलेलया िया्वयांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.
 (i) दोन समांतर रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता छचेदकेचया एकाि िाजूचया आंतरकोनांिी िेरीज  
  . . . . . . असते.
  (A) 0°  (B) 90°  (C) 180°  (D) 360°
 (ii) दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता . . . . . . . . कोन तयार होतात.
  (A) 2      (B) 4      (C) 8      (D) 16
 (iii) दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदले असता तयार होिाऱया कोनांिैकी एका कोनािे माि 40° असेल  
  तर तयाचया संगतकोनािे माि . . . . . . . . असते.
  (A) 40°  (B) 140°  (C) 50°  (D) 180°
 (iv) D	ABC मधये ÐA = 76°, ÐB = 48°, तर ÐC िे माि . . . . . . . . आहे.
  (A) 66° (B) 56° (C) 124° (D) 28°
 (v) दोन समांतर रेषांना एका छेचदकेने छेदलयारर होिाऱया वयुतक्म कोनांचया जोडीतील एका कोनािे माि 75° 
  असेल तर दुसऱया कोनािे माि . . . . . . . . . असते.
  (A) 105° (B) 15°  (C) 75°  (D) 45°
2*.   चकरि PQ आचि चकरि PR  िरसिरांशी लंि आहेत. चिंदू B हा ÐQPR चया अांतरभागात र चिंदू A हा  

ÐRPQ चया िाह्यभागात आहे. चकरि PB  आचि चकरि PA िरसिरांना लंि आहेत. याररून आकृती  काढा 
र खालील कोनांचया जोडा चलहा.

  (i) कोचटकोन (ii) िूरक कोन   (iii) एकरूि कोन
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m

x

y

l

आकृती 2.24
50°

130°

आकृती 2.25

Q

P

A B

C D

E F
z

x
y

4.  आकृती 2.24 मधये दश्वरलेलया कोनांचया 
मािांररून Ðx आचि Ðy यांिी मािे काढा आचि 
चसद् ध करा की रेषा l || रेषा m

5.  रेषा AB ||	रेषा CD ||	रेषा EF आचि रेषा QP ही 
तयांिी छेचदका आहे. जर y ः z = 3 ः 7 तर x िी 
चकंमत काढा. (आकृती 2.25 िाहा.)

6.  आकृती 2.26 मधये जर रेषा q || रेषा r  
रेषा p ही तयांिी छचेदका असेल आचि a = 80° 
तर f  र g काढा.

7.  आकृती 2.27 मधये जर रेषा AB ||	 रेषा CF		
आचि रेषा BC ||	 रेषा ED तर चसद् ध करा 
ÐABC = ÐFDE.

आकृती 2.27

D

A

B

E
F

P

C

आकृती 2.26

a

p

qd

r

c
ef

g h

b

3.  जर एखादी रेषा एका प्रतलातील दोन समांतर रेषांिैकी एका रेषेला लंि असेल तर ती दुसऱया रेषेलाही ती लंि

 असते हे चसद् ध करा. 

8. आकृती 2.28 मधये  रेषा AB || रेषा CD र रेषा PS 
ही तयांिी छेचदका  आहे. चकरि QX, चकरि QY,  
चकरि RX, चकरि RY हे काेनदुभाजक आहेत, तर  
¨ QXRY हा आयत आहे हे दाखरा.

DR

S

C

BA
X Y

Q
P

आकृती 2.28

qqq
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3 मरिकोण

जाणून घेऊया.

  मरिकोणाचया दूरस्थ आंतरकोनांचे प्रिेय (Theorem of remote interior angles of a triangle)

प्रिेय ः चत्रकोिाचया िाह्यकोनािे माि हे तयाचया दूरस् आंतरकोनांचया मािांचया िेरजेइतके असते. 
पक् ः D	PQR या चत्रकोिािा ÐPRS हा िाह्यकोन आहे. 
साधय ः ÐPRS = ÐPQR + ÐQPR 
मसद्धता  ः चत्रकोिाचया चतनही आंतरकोनांिी िेरीज 180° असते. 
  \	ÐPQR + ÐQPR +	ÐPRQ = 180°---(I)

	 	 ÐPRQ + ÐPRS  = 180°---(II). . . . (रेषीय जोडीतील कोन)
	 	 \	चरधान  I  र  II  ररून
	 	 ÐPQR +  ÐQPR +	ÐPRQ = ÐPRQ + ÐPRS 
	 								 \	ÐPQR +  ÐQPR =	ÐPRS ---------( ÐPRQ िा लोि करून) 
	 	 \	चत्रकोिाचया िाह्यकोनािे माि हे तयाचया दूरस् आंतरकोनांचया मािांचया  िेरजेएरढे असते. 

•	 चत्रकोिाचया दूरस् आंतरकोनांिे प्रमेय 
•		चत्रकोिांिी एकरूिता
•	 समद् चरभुज चत्रकोिािे प्रमेय
•	 30°- 60°- 90° मािाचया 
 चत्रकोिािा गुिधम्व

•	 चत्रकोिािी मधयगा
•	 काटकोन चत्रकोिाचया किा्वररील 
 मधयगेिा गुिधम्व
•	 लंिदुभाजकािे प्रमेय 
•	 कोनदुभाजकािे प्रमेय
•	 समरूि चत्रकोि 	

P

Q R T
आकृती 3.1

P

Q SR

आकृती 3.2

   कृती 
 एका जाड कागदारर कोितयाही मािािा D	PQR काढा. आकृतीत  दाखरलयाप्रमािे चकरि QR रर T हा 
चिंदू घया.  रंगीत जाड कागदािे ÐP र ÐQ चया मािािे तुकडे कािा. ते तुकडे ठरेून ÐPRT भरून जातो हे 
अनुभरा.

चला, मिकूया.
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SRQ

P

आकृती 3.3

आकृती 3.4

P

Q R S
20°

30°

40°

T

मवचार करूया.

आकृती 3.3 मधये चिंदू R मधून रेख PQ ला समांतर रेषा काढून याि प्रमेयािी रेगळी चसद् धता देता येईल का?

जाणून घेऊया.

   मरिकोणाचया बाह्यकोनाचे प्रिेय (Property of an exterior angle of triangle)

 a आचि b या दोन संखयांिी िेरीज (a + b) ही a िेक्ा मोठी असते र b िेक्ाही मोठी असते.
 महिजिे a + b > a, a + b > b
 यािा उियोग करून चत्रकोिाचया िाह्यकोनािा
 खालील गिुधम्व चमळतो.
 D	PQR मधये ÐPRS हा िाह्यकोन असेल तर 
 ÐPRS > ÐP , ÐPRS > ÐQ
 \	चत्रकोिािा िाह्यकोन हा तयाचया प्रतयेक दूरस् आंतरकोनािेक्ा मोठा असतो. 

सोडवलेली उदाहरणे 
उदा (1) एका चत्रकोिाचया कोनांचया मािांिे गुिोततर 5 ः 6 ः 7 आहे, तर तयाचया सर्व कोनािंी मािे काढा. 
उकल ः तया कोनांिी मािे 5x, 6x, 7x मानू. 
  5x + 6x + 7x = 180°
      18x = 180°
           x = 10°
  5x = 5 ´	10 = 50°,						6x = 6 ´	10 = 60°,						7x = 7 ´	10 = 70°
  चत्रकोिाचया कोनांिी मािे 50°,	60°,	70°	आहेत. 
उदा (2) शेजारील आकृती 3.4 िे चनरीक्ि करून ÐPRS र ÐRTS यांिी मािे काढा.
उकल ः D	PQR िा ÐPRS हा िाह्यकोन आहे.
  दूरस् आंतरकोनाचया प्रमेयाररून, 
  ÐPRS = ÐPQR + ÐQPR
         = 40°	+	30°
	 	 ÐPRS	= 70°
	 	 D	RTS मधये
  	ÐTRS + ÐRTS + ÐTSR  =  ........ चत्रकोिाचया चतनही कोनांचया मािांिी िेरीज 
   \	  + ÐRTS +  = 180° 
      \	ÐRTS + 90°  = 180° 
        \	ÐRTS =  
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उदा (3) चसद्ध करा, की चत्रकोिाचया  िाजू एकाि चदशेने राढरलयास होिाऱया िाह्यकोनािंी िेरीज 360° असते.
पक् ः ÐPAB, ÐQBC  आचि ÐACR  हे  
  D	ABC िे िाह्यकोन आहेत. 
साधय ः ÐPAB + ÐQBC + ÐACR = 360° .
मसद ्धता ः या उदाहरिािी चसद् धता दोन रीतीने देता येते.
  रीत I
  D	ABC मधये जर ÐPAB हा िाह्यकोन 
  चरिारात घेतला तर ÐABC र ÐACB हे तयािे दूरस् आंतरकोन आहेत, महिून 
      ÐBAP = ÐABC + ÐACB ---- (I)
	 	 तसेि ÐACR = ÐABC + ÐBAC ---- (II) . . . . दूरस् आंतरकोनाचया प्रमेयानुसार
	 	 आचि ÐCBQ = ÐBAC + ÐACB ---- (III)
  चरधान (I), (II), (III) यांचया दोनही िाजूंिी िेरीज करू. 
	 	 ÐBAP + ÐACR + ÐCBQ 
    = ÐABC + ÐACB + ÐABC  + ÐBAC + ÐBAC + ÐACB  
    = 2ÐABC + 2ÐACB + 2ÐBAC
    = 2(ÐABC + ÐACB + ÐBAC)
    = 2 ´ 180°  . . . . . (चत्रकोिांचया आंतरकोनािंी िेरीज)
    = 360°.

                रीत II
  Ðc + Ðf = 180°	. . . . रेषीय जोडीतील कोन
  तसेि Ða + Ðd = 180°
  र Ðb + Ðe = 180°

  \	Ðc + Ðf + Ða + Ðd + Ðb + Ðe = 180° ´	3 = 540°
    Ðf + Ðd + Ðe + (Ða + Ðb + Ðc) = 540°
      \   Ðf + Ðd + Ðe + 180°	= 540°
	 	 	 	 	 															\ f + d + e = 540° - 180° 
                = 360°

आकृती 3.5

A

B
C

P

Q
R

A
P

B
C

d

cb

a

e
f

Q R
आकृती 3.6
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उदा (4)  आकृती 3.7 मधये D	ABC चया ÐB र ÐC िे दुभाजक 
  जर चिंदू P मधये छेदत असतील तर चसद्ध करा की, 

	 	ÐBPC = 90 + 1
2

 ÐBAC

  ररकामया जागा भरून चसद् धता िूि्व करा.

मसद्धता  ः D	ABC मधये, 
   ÐBAC + ÐABC + ÐACB =  ...... (चत्रकोिांचया कोनांचया मािािंी िेरीज) 

     \ 1
2

 ÐBAC + 1
2

 ÐABC + 1
2

 ÐACB = 1
2

 ´	  ..... (प्रतयेक िदाला 1
2

 ने गुिून.)

     \  1
2

 ÐBAC + ÐPBC + ÐPCB = 90° 

     \ ÐPBC + ÐPCB = 90° - 1
2

 ÐBAC ......(I)

	 	 	 D	BPC मधये

	 	 	 ÐBPC + ÐPBC + ÐPCB = 180° ...... (चत्रकोिांचया आंतरकोनांचया मािांिी िेरीज) 

	 				\	ÐBPC +  = 180° ...... (चरधान I ररून)

	 						 	 	 \	 ÐBPC = 180° - (90° - 1
2

 ÐBAC)

         \    = 180° - 90° + 1
2

 ÐBAC  

          = 90°  + 1
2

 ÐBAC

सरावसंच  3.1

1. आकृती 3.8 मधये D	ABC िा ÐACD हा 
 िाह्यकोन आहे. ÐB = 40°,	ÐA = 70°	
	 तर m ÐACD काढा. 

2. D	PQR मधये ÐP = 70°,	ÐQ = 65°	तर  ÐR िे माि काढा. 

3. चत्रकोिाचया कोनांिी मािे x°,	(x-20)°,	(x-40)°	असतील तर प्रतयेक कोनािे माि चकती ?

4. चत्रकोिाचया तीन कोनांिैकी एक कोन सराांत लहान कोनाचया दुपिट र दुसरा कोन सराांत लहान कोनाचया  
चतपिट आहे तर तया चतनही कोनांिी मािे काढा. 

A

B C D
आकृती 3.8

A

B C

P

आकृती 3.7
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आकृती 3.9

T

z
y
E

N M R
x 140°

100°

5. आकृती 3.9 मधये चदलेलया कोनांचया 
 मािारंरून x, y, z चया चकमती काढा. 

100°

70°

a

b c

आकृती 3.12

A B

C D

T

P

Q

आकृती 3.11

आकृती 3.10

R

D

E

A

B

70°

A

40°

6. आकृती 3.10 मधये रेषा AB úú	रेषा DE आहे. 
चदलेलया मािांररून ÐDRE र ÐARE िी 
मािे काढा. 

7. D	ABC मधये ÐA र ÐB  िे दुभाजक चिंदू O मधये छेदतात. जर  ÐC = 70° तर ÐAOB  िे माि  
 काढा. 

8. आकृती 3.11 मधये रेषा AB úú	रेषा CD आचि 
रेषा  PQ ही तयांिी छेचदका आहे. चकरि PT 
आचि चकरि QT हे अनुक्मे ÐBPQ र 
ÐPQD िे दुभाजक आहेत, तर चसद्ध करा की 
ÐPTQ = 90°

9. आकृती 3.12 मधये चदलेलया माचहतीररून 
 Ða, Ðb  र Ðc यांिी मािे काढा. 

10*. आकृती 3.13 मधये रेख DE úú		रेख GF   
आहे. चकरि EG र चकरि FG हे अनुक्मे 

 ÐDEF र ÐDFM या कोनांिे दुभाजक   
आहेत. तर चसद्ध करा की, 

 (i) ÐDEF = ÐEDF (ii) EF = FG आकृती 3.13
E F

GD

M
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जाणून घेऊया.

  मरिकोणांची एकरूपता (Congruence of triangles)
 एक रेषाखंड दुसऱयारर ठरेलयास तंतोतंत जुळला तर ते दोन रेषाखंड एकरूि असतात. तसेि एक कोन उिलून 
दुसऱया कोनारर ठरेलयारर तंतोतंत जुळतो तेवहा ते दोन कोन एकरूि असतात हे आिि जाितो. तयािप्रमािे एक 
चत्रकोि उिलून दुसऱया चत्रकोिारर ठेरलयारर तंतोतंत जुळला तर ते दोन चत्रकोि एकरूि आहेत असे महितात. जर 
D	ABC आचि D	PQR हे एकरूि असतील तर ते D	ABC @	D	PQR असे दाखरतात. 

 कृती ः  कोितयाही मािािा एक चत्रकोि D	ABC िुठ् ठ्ारर कािून घया.
 तो जाड कागदारर एका जागी ठेरून  भोरती िेष्नसल चगररून तयािी प्रत काढा. या चत्रकोिाला D	A1B1C1  
 नार द्या. 
 आता तो िुठ ्ठ्ािा चत्रकोि िाजूला सरकरून ते्े यािी दुसरी प्रत काढा.
 चतला D	A2B2C2 नार द्या. मग आकृतीत  दाखरलयाप्रमािे तो चत्रकाेि ्ोडा चिररून आिखी एक प्रत  
 काढा. तया प्रतीला D	A3B3C3 नार द्या. नंतर िुठ् ठ्ािा चत्रकोि उिलून दुसऱया जागी िाल्ा ठेरा र  
 तयािी प्रत तयार करा. नवया चत्रकोिाला D	A4B4C4 हे नार द्या.
 आता D	A1B1C1, D	A2B2C2, D	A3B3C3 आचि D	A4B4C4 हे सर्व D	ABC शी एकरूि आहेत  
 हे धयानात आले का ? कारि D	ABC यांिैकी प्रतयेकाशी तंतोतंत जुळतो. D	A3B3C3 साठी िडताळू. 
 मात्र तो तसा जुळरताना ÐA हा ÐA3 रर, ÐB हा ÐB3 रर आचि ÐC हा ÐC3 रर ठेरला तरि 
 D ABC @	D	A3B3C3  असे महिता येते.
 मग AB = A3B3 , BC = B3C3 , CA = C3A3 हे देखील चमळते.
 याररून दोन चत्रकोिांिी एकरूिता तिासताना तयांिे कोन आचि भुजा चरचशटि क्माने महिजे एकास एक  
 संगतीने  चलहावया लागतात. हे धयानात घया.
 जर D ABC @	D PQR, तर ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ, ÐC = ÐR . . . . (I)
 आचि AB = PQ, BC = QR, CA = RP . . . . . . (II) अशी सहा समीकरिे चमळतात.
 महिजे या दोन चत्रकोिांतील, कोनांचया आचि िाजूंचया एकास एक संगतीने, तीन कोन समान आचि तीन  
 िाजू समान आहेत असा अ््व आहे. 

आकृती 3.14

A1

A1

A2

A3

A4

B1

B1

B2

B3

B4

C1

C1

C2

C3

C4

A

B C
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 ररील सहाही समीकरिे एकरूि चत्रकोिांसाठी सतय असतात. तयासाठी तीन चरचशटि समीकरिे समान आहेत 
 असे समजले तर सहाही समीकरिे सतय हाेऊन ते दोन चत्रकोि एकरूि असतात. कसे ते िाहू.

(1) जर एकास एक संगतीने DABC िे दोन कोन DPQR चया दोन कोनािंरोिर असतील आचि तया   
 कोनांमधील समाचरटि िाजू समान असतील तर ते दोन चत्रकोि एकरूि असतात. 

या गिुधमा्वला कोन-िाजू-कोन 
कसोटी असे महितात. हे ् ोडकयात 
कोबाको कसोटी असे चलचहतात.

(2) जर एकास एक संगतीने D	ABC मधील दोन िाजू र D	PQR मधील दोन िाजू िरोिर असतील  
 आचि D	ABC चया तया दोन िाजूंमधला कोन हा D	PQR चया संगत िाजूंमधलया कोनाएरढा  
 असेल तर ते दोन चत्रकोि एकरूि असतात.

या गिुधमा्वला िाजू-कोन-िाजू 
कसोटी महितात आचि हे ्ोडकयात 
बाकोबा कसोटी असे चलचहतात.

(3) जर D	ABC चया तीन िाजू एकास एक संगतीने D	PQR चया िाजूंएरढ्ा असतील, तर ते चत्रकोि 
 एकरूि असतात.

या गिुधमा्वला िाजू-िाजू-िाजू 
कसोटी महितात आचि हे ्ोडकयात 
बाबाबा कसोटी असे चलचहतात.

(4) D	ABC, D	PQR या दोन काटकोन चत्रकोिांत ÐB, ÐQ हे काटकोन असून दोनही चत्रकोिांिे 
 कि्व समान आचि AB = PQ असेल तर ते चत्रकोि एकरूि असतात.

या गुिधमा्वला कण्मभुजा कसोटी महितात.

आकृती 3.15

A P

B C Q R

आकृती 3.16

A P

B

C

Q R

आकृती 3.17

A

P
B C

Q R

आकृती 3.18

A P

B C QR



31

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	ABC @ D	PQR 

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	XYZ @ D	LMN 

(i) (ii)

(iii) (iv)

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	PRQ @ D	STU 

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	LMN @ D	PTR  

हे लक्ात ठेवूया.

 आिि काही िािी चदलया असता चत्रकोि रिना केलया आहेत. (उदा.दोन कोन आचि समाचरटि िाजू, तीन 
िाजू, दोन िाजू र समाचरटि कोन) यांिैकी कोितीही माचहती चदली असेल तर एकमेर चत्रकोि काढता येतो, हे 
आिि अनुभरले आहे. महिून दोन चत्रकोिांमधील एकास एक संगतीने या तीन िािी समान झालया तर ते दोन 
चत्रकोि एकरूि असतात. मग एकास एक संगतीने तयांिे तीनही कोन समान आचि तीनही िाजू समान आहेत हे 
समजते. दोन चत्रकोि एकरूि असतील तर एकास एक संगतीने तयांिे कोन समान असतात आचि तीन िाजू समान 
असतात. यािा उियोग भूचमतीतील अनेक उदाहरिांत होतो.

सरावसंच 3.2

1. िुढीलिैकी प्रतयेक उदाहरिातील चत्रकोिांचया जोडीिे सारखया खुिांनी दाखरलेले भाग एकरूि आहेत. 
तयाररून प्रतयेक जोडीतील चत्रकोि जया कसोटीने एकरूि होतात ती कसोटी आकृतीखालील ररकामया जागेत 
चलहा.

आकृती 3.19

A

B C

P

Q R

X

Y Z

L

M N

L M

N

T P

R

S

T U

P

Q R
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आकृती 3.21

P

Q

R

S

T

आकृती 3.20

A P

QB C R

2. खालील चत्रकोिांचया जोडांमधये दश्वरलेलया माचहतीिे चनरीक्ि करा. ते चत्रकोि कोितया कसोटीनुसार   
 एकरूि आहेत ते चलहा र तयांिे उरलेले एकरूि घटक चलहा.
 (i)        (ii)

आकृती 3.22

P Q

R

A B

C

आकृती 3.23

L

M N

P

3. खालील आकृतीतील माचहतीररून D	ABC र  
 D	 PQR या चत्रकोिांचया एकरूितेिी कसोटी 
 चलहून उरलेले एकरूि घटक चलहा. 

आकृतीत दश्वरलेलया माचहतीररून,
D	ABC  र D	PQR मधये 
ÐABC @	ÐPQR 
रेख BC @	रेख QR  
ÐACB @	ÐPRQ 
\	D	ABC @		D	PQR .......  कसोटी

\ÐBAC @	  .......एकरूि चत्रकोिांिे  
     संगत कोन.
रेखAB @	   आचि   @	रेख PR

.....एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू

}..... एकरूि चत्रकोिांिे 
संगत कोन.

आकृतीत दश्वरलेलया माचहतीररून,
D	PTQ  र D	STR मधये 
रेख PT @	रेख ST 
ÐPTQ @	ÐSTR .......... िरसिर चररुद्ध कोन
रेख TQ @	रेख TR  
\	D	PTQ @		D	STR .......  कसोटी

\ÐTPQ @	   
र			  @	ÐTRS       

रेख PQ @	  एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू. 

4. खालील आकृतीत दाखरलयाप्रमािे D	LMN  
 र D	 PNM या चत्रकोिांमधये LM = PN,  
 LN = PM आहे तर या चत्रकोिांचया एकरूितिेी 
 कसोटी चलहा र उरलेले एकरूि घटक चलहा. 

5. आकृती 3.24 मधये रेख AB @	रेख BC
 आचि रेख AD @	रेख CD. 
 तर चसद् ध करा की, 
 D	ABD @	D	CBD

आकृती 3.24A

B

C

D
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6. आकृती 3.25 मधये ÐP @ ÐR
 रेख PQ @  रेख QR
 तर चसद् ध करा की, 
 D	PQT @	D	RQS

जाणून घेऊया.

सिद ्मवभुज मरिकोणाचे प्रिेय (Isosceles triangle theorem)

प्रिेय ः जर चत्रकोिाचया दोन िाजू एकरूि असतील तर तया िाजंूसमोरील कोन एकरूि असतात. 
पक् ः D	ABC मधये िाजू AB @	 िाजू AC 
साधय ः ÐABC @	ÐACB
रचना ः D	ABC मधये ÐBAC िा दुभाजक काढा, 
  तो िाजू BC ला जे् े छेदतो. तया चिंदूला D नार द्या. 
मसद्धता ः D	ABD  र D	ACD मधये 

  रेख AB @	 रेख AC ....... िक्
  ÐBAD  @ ÐCAD........रिना
  रेख AD @	 रेख AD ....... सामाईक िाजू
	 	 \	D	ABD @ D	ACD ...... 
	 	 \ÐABD @	  .......एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन
	 	 \ÐABC @	ÐACB      B - D - C

उपप्रिेय ः चत्रकोिाचया चतनही िाजू एकरूि असतील, तर तयािे चतनही कोन एकरूि असतात आचि प्रतयेक कोनािे 
  माि 60° असते. (या उिप्रमेयािी चसद् धता तुमही चलहा.)

  सिद ्मवभुज मरिकोणाचया प्रिेयाचा वयतयास (Converse of an isosceles triangle theorem)

प्रिेय ः  जर चत्रकोिािे दोन कोन एकरूि असतील तर तया कोनांसमोरील िाजू एकरूि असतात. 
पक् ः D	PQR मधये ÐPQR @	ÐPRQ
साधय ः िाजू PQ @	 िाजू PR
रचना ः ÐP िा दुभाजक काढा. तो िाजू QR 
      ला जे् े छेदतो तया चिंदूला M नार द्या.
मसद्धता ः D	PQM  र D	PRM मधये 

  ÐPQM  @ ........ िक्
  ÐQPM  @ ÐRPM........
   रेख PM @	  ....... सामाईक िाजू
	 	 \	D	PQM @ D	PRM ......  कसोटी
  \	रेख PQ @	 रेख PR.......एकरूि चत्रकोिाचया संगत िाजू

R

S T

P

Q

आकृती 3.25

CDB

A

आकृती 3.26

P

RMQ

आकृती 3.27
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    कृती I 
	 गटातील	प्रत्येकानये,	एका	कोनाचये माप	30°  
	 अाहये	असा	काटकोन	त्रिकोण	काढावा.
	 प्रत्येकानये	 30°	 मापाच्ा	 कोनासमोरील 
	 बाजूची	आत्ण	कणाणाची	लांबी	मोजावी.		 	
	 गटातील	एका	त्वद्ार्ाणानये	सवाांनी	काढलयेल्ा	
	 त्रिकोणांसाठी	पुढील	सारणी	पूणणा	करावी.

त्रिकोण	क्रमांक 1 2 3 4
30° कोनासमोरील	
बाजूंची	लांबी

कणाणाची	लांबी

वरील	 सारणीवरून	 कोनांची	 मापये	 30°, 60° आत्ण	 90°	 असणाऱ्ा	 त्रिकोणाच्ा	 बाजूंचा	 काही	 गुणधमणा	 
		त्मळतो	का	?

  कृती II
कंपासपयेटीतील	एका	गुण्ाचये	कोन	30°,60°	आत्ण	90° असतात.	त्ांच्ा	बाजूंच्ा	संदराणात	हा	गुणधमणा	
त्मळतो	का	्ाचा	पडताळा	घ्ा.

्ा	कृतींवरून	आपल्ाला	त्मळालयेला	एक	महत्वाचा	गुणधमणा	आता	त्सद्	ध	करू.

आकृती 3.28

A

B C
30°

60°

उपप्रमेय ः	 त्रिकोणाचये	तीनही	कोन	एकरूप	असतील	तर	त्ाच्ा	तीनही	बाजू	एकरूप	असतात.	
	 	 (्ा	उपप्रमये्ाची	त्सद्	धता	तुमही	त्लहा.)
	 	 वरील	दोनही	प्रमये्ांची	त्वधानये	परसपरांचये	व्त्ास	आहयेत.
	 	 वरील	दोनही	उपप्रमये्ांची	त्वधानये	परसपरांचये	व्त्ास	आहयेत.

विचार करूया

(1)	 समद्	त्वरुज	त्रिकोणाच्ा		प्रमये्ाची	त्सद्	धता	वयेगळी	रचना	करून	दयेता	्येईल	का	?
(2)	 समद	्त्वरुज	त्रिकोणाच्ा	प्रमये्ाची	त्सद्	धता	कोणतीही	रचना	न	करता	दयेता	्येईल	का	?

जाणून घेऊया.

    30° - 60° - 90° मापाचया वरिकोणाचा गुणधम्म (Property of 30° - 60° - 90° triangle)
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A

B C

आकृती 3.29

30°

60°

प्रमेय ः	 जर	काटकोन	त्रिकोणाचये	लघुकोन	30° व	60° असतील	तर	30°	च्ा	कोनासमोरील	बाजू	कणाणाच्ा		
	 	 त्नममी	असतये.
	 	 (खाली	त्दलयेल्ा	त्सद्	धतयेतील	ररकाम्ा	जागा	ररा.)
पक्ष ः	 काटकोन	D ABC	मध्ये	
  ÐB	=	90°,	ÐC	=	30°,	ÐA	=	60°

साधय ः AB = 1
2

AC

रचना ः	 AB	रयेषाखंड	वाढवून	त्ावर	D	त्बंदू	असा	घ्ा	की
	 	 AB	=	BD,	नंतर	DC	रयेषाखंड	काढा.
वसद् धता ः D ABC	व	D DBC	मध्ये
	 			 रयेख	AB	@	रयेख	DB	...........	

   ÐABC @ ÐDBC	........	
	 			 रयेख	BC	@	रयेख	BC	............	
   \ D ABC @ D DBC	.....	
   \ ÐBAC @ ÐBDC	........	एकरूप	त्रिकोणाचये	संगत	कोन
   D ABC	मध्ये		ÐBAC	=	60° \ ÐBDC	=	60°
  आता	D ADC	मध्ये,	
  ÐDAC	=	ÐADC	=	ÐACD	=	60°	...	(			त्रिकोणाच्ा	कोनांची	बयेरीज	180°)
  \ D ADC	हा	समरुज	त्रिकोण	हायेईल.
  \ AC	=	AD	=	DC	........	समद	्त्वरुज	त्रिकोणाच्ा	व्त्ासाचये	उपप्रमये्
	 	 	परंतु	AB	=	 1

2
	AD........	रचना				\AB = 1

2
	AC	........	(	AD	=	AC)

 कृती 

	 वरील	आकृती	3.29	च्ा	आधारये	ररकाम्ा	चौकटी	ररून	खालील	प्रमये्ाची	त्सद्	धता	पूणणा	करा.

	 काटकोन	त्रिकोणात	इतर	कोन	30°, 60°		असतील	तर	60°	कोनासमोरील	बाजू		ही	 2
3   ́  कणणा	असतये.

	 वरील	प्रमये्ात	AB	=		 1
2
	AC	हये	आपण	पात्हलये.

      AB2 + BC2 = 	.	.	.	.	.	पा्थागोरसचा	त्सद	्धांत	वापरून

 4
1  AC2 + BC2 = 

            \ BC2 = AC2 - 4
1  AC2

           \ BC2 = 

                 \ BC = 2
3  AC

A

B C

D
आकृती 3.30

60°

30°
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A

B CD

आकृती 3.32

 कृती

 काटकोन मरिकोणाचे कोन जर 45°, 45°, 90° असतील तर काटकोन करणारी प्रतयके बाजू ही  
  

2
1  ́  कण्म  असते.

	 D	ABC मधये, ÐB = 90° आचि ÐA = ÐC = 45°
	 \	BC = AB

 िाय्ागोरसचया चसद् धांतानुसार,

 AB2 + BC2 = 
 AB2 +  = AC2 ... ( BC = AB)
            \   2AB2 = 
                \	AB2 = 
                 \	AB = 

2
1  AC

 या गुणधिा्मला 45°- 45°- 90° चया मरिकोणाचे प्रिेय महणतात.

आकृती 3.31

A

B C

45°

45°

 
हे लक्ात ठेवूया.

(1) चत्रकोिािे कोन 30°, 60° र 90° असतील तर 30° चया कोनासमोरील िाजू कि्व
2     

 असते आचि  60° चया कोनासमोरील िाजू 3
2

 कि्व असते. 

 या प्रमेयाला 30°-60°-90° िे प्रमेय महितात.

(2) चत्रकोिािे कोन 45°, 45° र 90° असतील तर काटकोन करिारी प्रतयेक िाजू  
2

 असते.

 या प्रमेयाला 45°-45°-90° प्रमेय महितात.

जरा आठवूया.

मरिकोणाची िधयगा 
 चत्रकाेिािा चशरोचिंदू र तयाचया समोरील िाजूिा मधयचिंदू यांना जोडिारा रेषाखंड महिजे तया चत्रकोिािी  

 मधयगा होय. 
 आकृतीत D हा िाजू BC िा मधयचिंदू आहे. 
	 \	रेख AD ही D	ABC िी एक मधयगा आहे.  

कि्व
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जाणून घेऊया.

    काटकोन मरिकोणाचया कणा्मचया िधयगेचा गुणधि्म

 कृती ः समजा आकृती 3.35 मधये D	 ABC हा काटकोन चत्रकोि आहे. रेख BD ही मधयगा आहे. 
 खालील रेषाखंडािी लािंी मोजा. 
 l(AD) =......... l(DC) =............ l(BD) = ............

 याररून (BD) = 1
2

 (AC) हा गिुधम्व चमळतो यािा िडताळा घया. 

 हा गुिधम्व चसद्ध करु. 

आकृती 3.33

G

B

F

A
E

C

D

आकृती 3.34

A

B

CD

आकृती 3.35

 कृती I ः कोिताही एक चत्रकोि ABC काढा. या 
   चत्रकोिाचया AD, BE, र CF या मधयगा 
   काढा. तयांचया संिात चिंदूला G नार द्या.  
   AG र GD यांचया लािंीिी तुलना 
   कक्कटकाचया साहाययाने करा. AG िी 
   लांिी GD चया दुपिट आहे. यािा िडताळा 
   घया. तयािप्रमािे BG िी लािंी GE चया 
   दुपिट आचि CG िी लांिी GF चया 
   लांिीचया दुपिट आहे का यािाही िडताळा  
   घया.

याररून मधयगा संिात चिंदू प्रतयके मधयगेिे 2ः1 या प्रमािात चरभाजन करतो हा गुिधम्व लक्ात घया.

 कृती II ः D	ABC हा एक चत्रकोि िुठ्ठारर काढा र 
   कािा. तयाचया चतनही मधयगा काढा. तयांचया 
   संिातचिंदूला G नार द्या. तळािा िृष्ठभाग 
   सिाट असिारी िेष्नसल घया र सिाट भाग रर 
   करून ती उभी धरा. िेष्नसलरर चिंदू G ठेरून 
   चत्रकोि तोलून धरता येतो हे 
   िडताळा. याररून G चिंदिूा, महिजे मधयगा 
   संिात चिंदूिा एक महत्रािा गुिधम्व लक्ात 
   येतो.
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प्रमेय ः	 काटकोन	त्रिकोणात	कणाणावर	काढलेल्ा	मध्गेची	लांबी	कणाणाच्ा	त्नममी	असते.	
पक्ष ः	 काटकोन	D ABC	मध्े	रेख	BD	ही	मध्गा	आहे.	

साधय ः  BD	=	 1
2

AC

रचना ः  त्करण	BD	वर	E	त्बंदू	असा	घ्ा	की	B	-	D	-	E	
	 	 आत्ण	l(BD)	=	l(DE).		रेख	EC	काढा.
ससद्धता ः	 (त्सद्धतेतील	मुख्	पा्ऱ्ा	दाखवल्ा	आहेत.	मधल्ा	पा्ऱ्ा
	 	 		त्वधान	ेव	कारणे	्ा	रूपात	त्लहा	व	त्सद्धता	पूणणा	करा.)	
  D ADB	@ D CDE	......	बाकोबा	कसोटी
	 	 रेषा	AB	úú रेषा	EC	..........व्ुत्क्रम	कोन	कसोटी.	
  D ABC @ D ECB	......	बाकोबा	कसोटी

	 	 BD	=	 1
2
(AC)

 

हे लक्षात ठेवूया.

कोणत््ाही	काटकोन	त्रिकोणात	कणाणावर	काढलेल्ा	मध्गेची	लांबी	कणाणाच्ा	त्नममी	असते.	

सरावसंच 3.3

1. आकृती	3.37	मध्े	दाखवलेली
	 मात्हती	पाहा.	x	आत्ण	y		च्ा	
	 त्कंमती	काढा.	तसेच ÐABD	व	
 ÐACD	ची	मापे	काढा.

2.	 काटकोन	त्रिकोणात	कणाणाची	लांबी	15	असेल	तर	त््ावर	काढलेल्ा	मध्गेची	लांबी	काढा.	

3. D PQR	मध्े	ÐQ	=	90°, 	PQ	=	12,	QR	=	5	आत्ण	QS	ही	PR	ची	मध्गा	असेल	तर	QS	काढा.

4.	 आकृती	3.38	मध्े	D PQR	चा	G	हा	मध्गा	संपात	त्बंदू	आहे.	
	 जर	GT	=	2.5	सेमी,	तर	PG	आत्ण	PT	्ांची	
	 लांबी	काढा.	

A

B
C

D

E

आकृती 3.36

आकृती 3.37

A

B C

D

x
y50°

60°

आकृती 3.38

P

Q R

G

T
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 कृती ः सोईसकर लािंीिा रेख AB काढा. तयाचया मधयचिंदूला M हे 
नार द्या. चिंदू M मधून जािारी आचि रेख AB ला लंि 
असिारी रेषा l  काढा. रेषा l ही रेख AB िी लिंदुभाजक रेषा 
आहे, हे लक्ात आले का ?

 रेषा l रर कोठेही P हा चिंदू घया. PA आचि PB  या अंतरािंी 
तुलना कक्कटकाने करा. काय आढळले ? PA = PB  असे 
आढळले ना ? याररून लक्ात येते की, रेषाखंडाचया 
लंिदुभाजकाररील कोिताही चिंदू तया रेषाखंडाचया टोकांिासून 
समदूर असतो. 

 आता कंिासचया साह्याने चिंदू A आचि B यांचयािासून समदूर 
असिारे, C आचि D यांसारखे काही चिंदू घया. सर्व चिंदू रेषा l 
ररि आले ना ? याररून काय लक्ात आले ? रेषाखंडाचया 
टोकांिासून समदूर असिारा प्रतयेक चिंदू तया रेषाखंडाचया 
लंिदुभाजकारर असतो. हे दोन गिुधम्व लंिदुभाजकाचया 
प्रमेयािे दोन भाग आहेत. ते आता आिि चसद्ध करू. 

जाणून घेऊया.

   लंबदुभाजकाचे प्रिेय (Perpendicular bisector theorem)

भाग  I ः रेेषाखंडाचया लंिदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तया रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंिासून समान 
  अंतरारर असतो. 

पक् ः रेषा l ही रेख AB  िी लंिदुभाजक रेषा, 

  रेख AB ला M मधये छेदते.

  चिंदू P हा रेषा l ररील कोिताही चिंदू आहे. 

साधय ः  l (PA) = l (PB)

रचना ः रेख AP र रेख BP काढा.
मसद्धता ः D	PMA  र D	PMB मधये 

  रेख PM @	 रेख PM ....... सामाईक िाजू
	 	 ÐPMA @	ÐPMB .......प्रतयेकी काटकोन
  रेख AM @	 रेख BM ....... M हा मधयचिंदू 

A BM

P

l

आकृती 3.40

आकृती 3.39

A B
M

P

l

D

C

जरा आठवूया.
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	 	 \	D	PMA @ D	PMB ...... िाकोिा कसोटी
	 	 \	रेख PA @	 रेख PB.......एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा
	 	 \	l (PA) = l (PB) 
  याररून रेेषाखंडाचया लंिदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तयाचया अंतयचिंदूिंासून समदूर असतो.

भाग  II ः रेषाखंडाचया टोकािंासून समदूर असिारा कोिताही चिंदू तया रेषाखंडाचया लंिदुभाजकारर असतो. 

पक् ः चिंदू P हा रेषाखंड AB चया टोकांिासून समदूर असलेला 

  कोिताही चिंद ूआहे. महिजिे PA = PB.

साधय ः  P हा रेख AB चया लंिदुभाजकारर आहे.

रचना ः रेख AB िा M हा मधयचिंदू घेतला. रेषा PM काढली.

मसद्धता ः D	PAM  र D	PBM मधये 
   रेख PA @	 रेख PB ......... 
   रेख AM @	 रेख BM ....... 
   रेख PM @	  ....... सामाईक िाजू 
	 	 	 \D	PAM @ D	PBM ......  कसोटी.
	 	 	 \	ÐPMA  @ ÐPMB.......एकरूि चत्रकोिािे संगत कोन
   िरंतु ÐPMA  +  = 180°
	 	 	 ÐPMA  + ÐPMA = 180°	........	(  ÐPMB  = ÐPMA) 
   2 ÐPMA  = 
   \	ÐPMA = 90° 

	 	 	 \	रेख PM ^	रेख AB       ......(1)
   तसेि, रेख AB िा M हा मधयचिंदू आहे.     ......(2)  (रिना)
	 	 	\	रेषा PM ही रेख AB िी लंिदुभाजक रेषा आहे महिजेि P हा रेख AB चया लिंदुभाजकारर आहे.

कोनदुभाजकाचे प्रिेय (Angle bisector theorem)

भाग I    ः   कोनदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तया कोनाचया भुजांिासून समदूर असतो. 
पक् ः चकरि QS  हा ÐPQR  िा दुभाजक आाहे. 
  A हा कोनदुभाजकाररील कोिताही एक चिंदू आहे. 
  रेख AB ^	चकरि QP  रेख AC ^	चकरिQR
साधय ः रेख AB @	 रेख AC
मसद्धता ः चत्रकोिांचया एकरूितेिी योगय कसोटी रािरून चसद्धता चलहा. 

आकृती 3.41

A B

P

M

A

B

C

P

Q R

S

आकृती 3.42
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भाग II ः कोनाचया भुजािंासून समान अंतरारर असिारा कोिताही चिंदू तया कोनाचया दुभाजकारर असतो. 

पक् ः ÐPQR चया अंतभा्वगात A हा एक चिंदू असा आहे की,
     रेख AC ^	रेख QR
  रेख AB ^	चकरि QP
     AB = AC
साधय ः चकरि QA हा ÐPQR िा दुभाजक आहे. 
     महिजेि ÐBQA = ÐCQA 
मसद्धता ः चत्रकोिाचया एकरूितेिी योगय कसोटी रािरून चसद्धता चलहा. 

जरा आठवूया.

 कृती 
आकृतीत दाखरलयाप्रमािे िाजू XZ > िाजू XY असा 
D	XYZ काढा. 
ÐZ  र ÐY मोजा. कोिता कोन मोठा आहे ?  

जाणून घेऊया.

मरिकोणातील बाजू व कोन यांचया असिानतेचे गुणधि्म 

प्रिेय ः जर चत्रकोिाचया दोन िाजूिैंकी एक िाजू दुसरीिेक्ा मोठी असेल तर मोठ्ा िाजूसमोरील कोन लहान  
  िाजूसमोरील कोनािेक्ा मोठा असतो.  
पक्  ः  D	XYZ मधये िाजू XZ > िाजू XY 
साधय  ः  ÐXYZ > ÐXZY
रचना  ः  िाजू XZ रर P चिंदू असा घया की 
  l (XY) = l (XP),   रेख YP काढा. 
मसद्धता  ः D	XYP मधये

 XY = XP .........रिना 
\		ÐXYP = ÐXPY.....समान भुजांसमोरील  कोनािंी मािे समान .....(I)
	 ÐXPY हा D	YPZ िा िाह्यकोन
\		ÐXPY > ÐPZY  .........िाह्यकोनािे प्रमेय
	 ÐXYP  > ÐPZY  ..........चरधान (I) ररून 
	 ÐXYP  + ÐPYZ > ÐPZY (जर a > b आचि c > 0  तर a + c > b)
	 ÐXYZ > ÐPZY  महिजेि ÐXYZ > ÐXZY

A

B

C

D

P

Q R

आकृती 3.43

X

Y Zआकृती 3.44

X

Y Z

P

आकृती 3.45
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प्रिेय ः चत्रकोिािे दोन कोन असमान मािािंे असतील तर मोठ्ा कोनासमोरील िाजू ही लहान कोनासमोरील  
  िाजूिेक्ा मोठी असते. 
  या प्रमेयािी चसद्धता अप्रतयक् िद्धतीने देता येते. खाली चदलेलया चसद्धतेतील ररकामया जागा भरून  
  चसद्धता िूि्व करा. 
पक् ः DABC मधये ÐB > ÐC 
साधय ः AC > AB
मसद्धता ः D	ABC चया िाजू AB आचि िाजू AC चया 
  लांिींमधय ेखालीलिैकी एक आचि एकि 
  शकयता असते.  
  (i)  AC < AB    (ii)     (iii)   

A

B Cआकृती 3.46

मागील इयततेत आिि एक कृती केली होती. 
तयाररून चत्रकोिािा एक गुिधम्व िाचहला होता. तो 
आठरूया.

शेजारील चित्रात दाखरलयाप्रमािे A या चठकािी 
दुकान आहे. समीर C या चठकािी उभा होता. दुकानात 
िोहोिणयासाठी तयाने C ® B ® A या डािंरी 
मागा्वऐरजी C ® A  हा माग्व  घेतला. कारि तयाचया 
लक्ात आले की हा माग्व कमी लांिीिा आहे. महिजे 
चत्रकोिािा कोिता गुिधम्व तयाचया लक्ात आला होता?
चत्रकोिाचया कोितयाही दोन िाजूिंी िेरीज चतसऱया 
िाजूिेक्ा मोठी असते, हा गुिधम्व आता चसद् ध करू.

 (i) AC < AB हे गृहीत धरू. 
 चत्रकोिाचया असमान िाजूिैंकी मोठ्ा 

िाजूसमोरील कोन लहान िाजूसमोरील 
कोनािेक्ा   असतो. 

 \	ÐC > 
 िरंतु ÐC < ÐB ......... िक्. 
 महिजे चरसंगती चनमा्वि होते. 
 \ 	< 	हे िूक आहे. 

 (ii)  जर AC = AB 
 तर ÐB	= ÐC	
 िरंतु 	> 	...... िक्. 
 महिजे िुनहा चरसंगती चनमा्वि होते. 
 \	 	= 		हे िूक आहे. 
 \	AC > AB ही एकि शकयता उरते. 
 \	AC > AB

A
B

C

जरा आठवूया.
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प्रिेय ः चत्रकोिाचया कोितयाही दोन िाजूंिी िेरीज ही चतसऱया िाजूचया लांिीिेक्ा जासत असते. 
पक् ः D	ABC  हा कोिताही चत्रकोि आहे. 
साधय ः AB + AC > BC
  AB + BC > AC 
  AC + BC > AB
रचना ः चकरि BA रर D चिंदू असा घया की AD = AC 
मसद्धता ः D	ACD मधये, AC = AD ..... रिना
	 	 \	ÐACD = ÐADC ...... (एकरूि िाजूंसमोरील कोन)
	 	 \	ÐACD + ÐACB > ÐADC  

	 	 \	ÐBCD > ÐADC
	 	 \	िाजू BD > िाजू BC .........(चत्रकोिात मोठ्ा काेनासमोरील िाजू मोठी)
	 	 \	BA + AD > BC ..........(  BD = BA + AD)   
   BA + AC > BC .......... ( AD = AC )
   तसेि AB + BC > AC 
   आचि  BC + AC > AB हे चसद्ध करता येईल. 

सरावसंच 3.4

1. आकृती 3.48 मधये, चिंदू A हा ÐXYZ चया दुभाजकारर आहे. 

 जर AX = 2 सेमी तर AZ काढा. 
A

X

Y Z

आकृती 3.48

S

R

T

P

आकृती 3.49

2. आकृती 3.49 मधये ÐRST = 56°, रेख PT ^ चकरि ST, 
रेख PR ^ चकरि SR आचि रेख PR @	 रेख PT  
असेल तर ÐRSP काढा. कारि चलहा. 

3.  D	PQR मधये PQ = 10 सेमी, QR = 12 सेमी, PR = 8 सेमी तर या चत्रकोिािा सराांत मोठा र सराांत 
लहान कोन ओळखा. 

4. D	FAN मधये  ÐF = 80°, ÐA = 40°  तर चत्रकोिाचया सरा्वत मोठ्ा र सराांत लहान िाजूंिी नारे  
सकारि चलहा.

5.  चसद्ध करा की समभुज चत्रकोि समकोन चत्रकोि असतो. 

A

B C

D

आकृती 3.47
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6. D	ABC मधय ेÐBAC िा दुभाजक िाजू BC रर लंि असेल तर चसद्ध करा की D	ABC हा समद ्चरभुज
 चत्रकोि आहे.

7.  आकृती 3.50 मधये जर रेख PR @	 रेख PQ  
 तर दाखरा की रेख PS > रेख PQ

8.  आकृती 3.51 मधये D	ABC िे रेख AD 
 आचि रेख BE हे चशरोलंि आहेत आचि 
 AE = BD  आहे, तर चसद्ध करा की 
  रेख AD @	 रेख BE

जाणून घेऊया.

सिरूप मरिकोण (Similar triangles)

िुढील आकृतयांिे चनरीक्ि करा.

प्रतयेक भागात दाखरलेलया दोन-दोन आकृतयांिा आकार (Shape) सारखा आहे. िरंतु तया आकृतया लहान-
मोठ्ा आहेत, महिजे तया एकरूि नाहीत. 

अशा सारखया चदसिाऱया आकृतयांना महिजेि समान रूि असलेलया आकृतयांना सिरूप आकृतया असे 
महितात. 

R S

P

Q
आकृती 3.50

A

B C

E

D
आकृती 3.51
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चत्रकोिांिी संखया 1   चत्रकोिांिी संखया 4   चत्रकोिांिी संखया ः 9

D	ABC र D	DEF हे ABC « DEF या संगतीत समरूि आहेत. 
ÐA  @ ÐD, ÐB  @ ÐE, ÐC  @ ÐF 

आचि  AB
DE

 = 4
8

1
2

= ;     BC
EF

 = 3
6

1
2

= ;       AC
DF

 = 2
4

1
2

= , महिजेि संगत िाजू प्रमािात आहेत. 

तयािप्रमािे D	DEF आचि D	PQR यांिा चरिार करा. DEF « PQR या संगतीत तयांिे कोन एकरूि 
आचि िाजू प्रमािात आहेत का? 

 

एखादा िोटो, तया िोटोररून काढलेला मोठा िोटो यांत समरूिता आढळते. तसिे रसते आचि रसतयांिा 
नकाशा यांत समरूिता आढळते. 

दोन आकृतयांमधील िाजूंिी प्रमाििद्धता हा समरूि आकृतयांिा महत्रािा गुिधम्व आहे. समरूि आकृतयांमधये 
जर कोन असतील तर ते मात्र एकरूि, तयाि मािािे असारे लागतील. दोन रसतयांमधये जो कोन आहे तोि कोन 
तयाचंया नकाशात नसेल तर तो नकाशा चदशाभूल करिारा ठरेल. 

ICT Tools or Links

मोिाइलरर चकंरा संगिकारर एखादा िोटो काढा. तो लहान चकंरा मोठा करताना तुमही काय करता ते आठरा. 
तसेि एखाद्या िोटोतील एखादा भाग िाहणयासाठी तुमही कोिती कृती करता ते आठरा.

आता आिि समरूि चत्रकोिांिे गुिधम्व एका कृतीतून समजून घेऊ. 

 कृती ः   4 सेमी, 3 सेमी र 2 सेमी िाजू असलेला एक चत्रकोि कागदारर काढा. हा चत्रकोि एका जाड कागदारर  
ठरेा. तयाभोरती िेष्नसल चिररून तसे 14 चत्रकोि कािून तयार करा. 

 कागदािे हे चत्रकोिाकृती तुकडे एकरूि आहेत हे लक्ात घया. ते खाली दाखरलयाप्रमािे रिून तीन चत्रकोि 
तयार करा. 

´

´

D

E F

4

4

3 3

2

2

आकृती 3.53

4

4

4 2

2

2
R3 3 3

P

Q
आकृती 3.54आकृती 3.52

A

B C3

24
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आकृती 3.55

A1

A2

A3

B1 B2 B3 C1C2C3

जाणून घेऊया.

मरिकोणांची सिरूपता

D	ABC आचि D	PQR मधये जर (i) ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ, ÐC = ÐR आचि 

(ii) AB
PQ

 = BC
QR

 = AC
PR

 ; तर D	ABC आचि D	PQR समरूि आहेत असे महितात. 

‘D	ABC आचि D	PQR समरूि आहेत’ ‘D	ABC ~ D	PQR’ असे चलचहतात. 
समरूि चत्रकोिांिे संगत कोन आचि संगत िाजू यांिा िरसिर संिंध खालील कृतीतून समजून घेऊ. 

 कृती ः  DA1B1C1 हा कोिताही चत्रकोि जाड कागदारर काढा आचि कािून घया. ÐA1, ÐB1, ÐC1   मोजा.
 तसेि जाड कागदारर DA2B2C2 र  DA3B3C3 हे आिखी दोन चत्रकोि असे काढा की      
 ÐA1=ÐA2=ÐA3   , ÐB1 =ÐB2 =ÐB3 ,  ÐC1 = ÐC2 =ÐC3  
 आचि  B1 C1 > B2 C2 >  B3 C3     आता ते दोन चत्रकोि कािा र िाजूला ठेरा.
 तीनही चत्रकोिांचया भुजांिी लािंी मोजा. या चत्रकोिांिी रिना खालीलप्रमािे दोनही प्रकारे करा.

 
A1B1

A2B2

,   
B1C1

B2C2

,  
A1C1

A2C2

   ही गिुोततरे तिासा . ती समान अाहेत हे िडताळा .

तयािप्रमािे    
A1C1

A3C3

,  
B1C1

B3C3

,  
A1B1

A3B3

   ही   गिुोततरे देखील  समान आहेत का ते िाहा.

या कृतीररून लक्ात घया, की जया चत्रकोिांिे संगत कोन समान मािांिे असतात, तयांचया संगत िाजूिंी  गुिोततरेही 
समान असतात. महिजेि तयांचया संगत िाजू एकाि प्रमािात असतात. 

आिि िाचहले, की D	ABC आचि D	PQR मधये जर (i) ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ,	ÐC = ÐR, 

तर (ii) AB
PQ

 = BC
QR

 = AC
PR

 महिजे जर संगत कोन समान असतील तर संगत िाजू एकाि प्रमािात असतात.

हा चनयम ्ोडे श्म घेऊन चसद् ध करता येतो. आिि तो अनेक उदाहरिांत रािरिार आहोत.

आकृती 3.56

A1= A2= A3

B1
C1

C2

C3B3

B2



47

 
हे लक्ात ठेवूया.

 y दोन चत्रकोिािंे संगत कोन समान असतात तेवहा ते चत्रकोि समरूि असतात. 

 y दोन चत्रकोि समरूि असतात तेवहा तयांचया संगत िाजू प्रमािात असतात र संगतकोन एकरूि असतात.

उकल ः  प्रतयेक चत्रकोिाचया कोनांिी िेरीज 180° असते. 

चदलेलया माचहतीनुसार 

ÐA = ÐP आचि ÐB = ÐQ       \	ÐC = ÐR 

\	D	ABC आचि D	PQR हे समकोन चत्रकोि आहेत. 

\ तयांचया िाजू एका प्रमािात आहेत.       

\			AB
PQ

    =  BC
QR

 =  AC
PR

 

\			  3
PQ

    =  4
6

 =  AC
7.5

									 \	4 ´ PQ  = 18 

	 \	PQ  =  
18
4

 = 4.5 

 तसेि 6 ´ AC  = 7.5 ´ 4 

	\	AC = 
7.5 ´  4
     6

  = 
30
 6

 = 5

सरावसंच 3.5

1. जर D	XYZ ~ D	LMN तर तयांिे एकरूि असिारे संगत कोन चलहा आचि संगत िाजूंिी गुिोततरे चलहा.

2. D	XYZ मधये XY = 4 सेमी, YZ = 6 सेमी, XZ = 5 सेमी, जर  D	XYZ ~ D	PQR आचि  
PQ = 8 सेमी असेल तर D	PQR चया उरलेलया िाजू काढा. 

3.  समरूि चत्रकोिांचया जोडीिी कच्ी आकृती काढा. चत्रकोिांना नारे द्या. तयांिे संगत कोन सारखया खुिांनी 
दाखरा. चत्रकोिांचया संगत िाजूंचया लांिी प्रमािात असलेलया संखयांनी दाखरा. 

7.5

6

A

4

3

BC

P
O

O

QR

आकृती 3.57

उदा.  आकृती 3.57 मधये D	 ABC 
आचि D	PQR दाखचरले आहेत. 
तया चत्रकोिात दाखरलेलया 
माचहतीिे चनरीक्ि करा. तयाररून 
जयांिी लािंी चदलेली नाही, तया 
िाजूंिी लािंी काढा. 

•

•
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उपक्रि ः 
तुमचया शाळेचया चंकंरा घराचया भोरतालचया 500 मीटर िररसरातील रसतयािा नकाशा तयार करा.
रसतयांररील दोन चठकािांमधील अंतर कसे मोजाल ? साधारि 2 मीटर अंतरामधये तुमिी चकती िारले (Steps) 

िालून होतात ते िाहा. दोन मीटर अंतरामधये तीन िारले िालून झाली तर तया प्रमािात 90 िारले महिजे 60 मीटर 
असे मानून अंतरे ठररा. ्ोडकयात, िररसरातील सर्व रसतयांरर िालून तुमहालंा रेगरेगळी अंतरे ठररारी लागतील. 
नंतर रसते चज्े एकमेकांना छेदतात ते् े जो कोन होतो तयाचया मािािा अंदाज घया. रसतयांचया मोजलेलया लांिींसाठी 
योगय प्रमाि घेऊन नकाशा तयार करा. िररसरातील दुकाने, टिऱया, इमारती, िससटटॉि, ररक्ासटटँड इतयादी दाखरणयािा 
प्रयतन करा. खाली नकाशािा एक नमुना सूिीसह चदला आहे.

सूची ः  1. िुसतकांिे दुकान  2. िस ्ांिा  3. सटेशनरीिे दुकान 4. िटँक 
 5. औषधांिे दुकान  6. उिाहार गृह  7. सायकलिे दुकान

1

1

2

2

3

3

4

4
5

7

6

6

6

जरा आठवूया.

 तुमही नकाशा तयार करताना रसतयाररील अंतरे योगय प्रमािात दाखरायिी आहेत. जसे 1 सेमी = 100 मी 
चकंरा 1 सेमी = 50 मी चत्रकोिांचया गिुधमाांिा चरिार केला का ? चत्रकोिात मोठ्ा कोनासमोरील िाजू मोठी 
असते, हे आठरा.
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P

Q R

S

आकृती 3.58

A

B CD E
आकृती 3.59

P

Q RS
आकृती 3.60

संकीण्म प्रशनसंग्रह 3

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.
 (i)  एका चत्रकोिाचया दोन भुजा 5 सेमी र 1.5 सेमी असतील तर चत्रकाेिाचया चतसऱया भुजेिी लांिी 
        . . . . . . . नसेल.
  (A) 3.7 सेमी (B) 4.1 सेमी (C) 3.8 सेमी  (D) 3.4 सेमी

 (ii)  D	PQR मधये जर ÐR > ÐQ तर . . . . . . . . असेल.
  (A) QR > PR (B) PQ > PR (C) PQ < PR (D) QR < PR

 (iii)  D	TPQ मधये ÐT = 65°, ÐP = 95°  तर खालील चरधानािंैकी सतय चरधान कोिते ? 
  (A) PQ < TP (B) PQ < TQ    (C) TQ < TP < PQ      (D) PQ < TP < TQ

2.  D	ABC हा समद ्चरभुज चत्रकोि आहे. जयात AB = AC आहे आचि BD र CE या दोन मधयगा 
 आहेत,  तर BD = CE दाखरा.

3. D	PQR मधये जर PQ > PR आचि ÐQ र ÐR 
 िे दुभाजक S मधये छेदतात तर दाखरा की, SQ > SR.

4. आकृती 3.59 मधये D	ABC चया BC िाजू रर 
 D आचि E चिंदू असे आहेत की BD = CE तसेि
 AD = AE तर दाखरा की, D	ABD @	D	ACE.

5. आकृती 3.60 मधये D	PQR चया िाजू QR रर S
 हा कोिताही एक चिंदू आहे तर चसद् ध करा की,
 PQ + QR + RP > 2PS
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7.   आकृती 3.62 मधये रेख PT हा ÐQPR िा दुभाजक आहे. 
चिंदू R मधून काढलेली रेख PT ला समांतर असिारी रेषा, 
चकरि QP ला S चिंदूत छेदते, तर चसद् ध करा, PS = PR

6. आकृती 3.61 मधये D	ABC चया ÐBAC िा 
 दुभाजक BC ला D चिंदूत छेदतो, तर चसद् ध करा
 की AB > BD

आकृती 3.61

A

B CD

आकृती 3.62
Q T R

S

P

8. आकृती 3.63 मधये रेख AD ^ रेख BC. 
 रेख AE  हा ÐCAB िा दुभाजक असून E-D-C. 
 तर दाखरा, की 
 mÐDAE = 1

2
 (mÐC -  mÐB )

मवचार करूया

आिि चशकलो, की दोन चत्रकोि समकोन असतील, तर तयांचया संगत िाजू एकाि प्रमािात असतात. 

दोन िौकोन समकोन असतील, तर तयांचया सगंत िाज ू एकाि प्रमािात असतात का ? चरचरध आकृतया     
काढून िडताळा.

हाि गिुधम्व इतर िहुभुजाकृतींचया िाितीत तिासून िाहा.

qqq

आकृती 3.63
A

B

C

D

E
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4 मरिकोण रचना

चत्रकोिाचया घटकािंी खालील माचहती चदली असता चत्रकोि काढिे.
•	 िाया, िायालगतिा एक कोन र उरलेलया दोन िाजूंचया लांिीिी िेरीज
•	 िाया, िायालगतिा एक कोन र उरलेलया दोन िाजूंतील िरक
•	 िररचमती र िायालगतिे कोन

l

Q

BTA

आकृती 4.1

जरा आठवूया.

मागील इयततेत आिि खालील चत्रकोि रिना चशकलो आहोत.
* सर्व िाजूिंी लािंी चदली असता चत्रकोि काढिे. 
* िाया र तयाला समाचरटि करिारे कोन चदले असता चत्रकोि काढिे. 
* दोन िाजू र तयांमधील समाचरटि कोन चदला असता चत्रकोि काढिे. 
* कि्व र एक िाजू चदली असता काटकोन चत्रकोि काढिे. 

लंबदुभाजकाचे प्रिेय
•		चदलेलया रेषाखंडाचया लिंदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा 
 तया रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंिासून समान अंतरारर असतो. 

•		रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंिासून समान अंतरारर असिारा 
 प्रतयेक चिंदू रेषाखंडाचया टोकांिासून समदूर असतो. 

जाणून घेऊया.

  मरिकोण रचना (Constructions of triangles)

 चत्रकोि रिना करणयासाठी आरशयक अशा तीन िािी लागतात. तीन कोन र तीन िाजू यािंैकी िक्त दोन 
िािी चदलया आचि या वयचतररक्त तया चत्रकोिासंिंधी आिखी काही माचहती चदली तर तया माचहतीिा आचि चदलेलया 
दोन िािींिा उियोग करून चत्रकोि कसा काढारा ते िाहू. 
 एखादा चिंदू दोन चभन्न रेषांरर असेल तर तो चिंदू तया रेषािंा छेदनचिंदू असतो या गुिधमा्विा िुढील रिनांमधये 
अनेकदा उियोग केला आहे.

चला, मिकूया.
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B

A

C
75°

6.3 सेमी

कच्ी आकृती 4.2

रचना I 
 मरिकोणाचा पाया, पायालगतचा एक कोन आमण उरलेलया दोन बाजूंचया लांबीची बेरीज मदली असता  
 मरिकोण काढणे. 
उदा. D	ABC असा काढा की जयामधये BC = 6.3 सेमी, ÐB = 75° आचि AB + AC = 9 सेमी आहे. 
उकल	ः प्र्म अिेचक्त चत्रकोिािी कच्ी आकृती काढू. 
सपष्ीकरण ः कचचया आकृतीत दाखरलयाप्रमािे 
 BC = 6.3 सेमी हा रेषाखंड प्र्म काढू. 
 चिंदू B जरळ रेषाखंड BC शी 75° काेन  
 करिाऱया चकरिारर D चिंदू असा घेऊ की 
 BD = AB + AC = 9 सेमी
 चकरि BD रर चिंदू A शोधायिा आहे.
 BA + AD = BA + AC = 9
 \	AD = AC
 \	चिंदू A हा रेख CD चया   
 लंिदुभाजकारर आहे. 
 \	चकरि BD र रेख CD िा   
 लंिदुभाजक यांिा छेदनचिंदू महिजे चिंदू  
 A आहे.

कच्ी आकृती 4.3

A

B C

D

6.3 सेमी

9 
सेम

ी

रचनेचया पायऱया 
 (1) रेख BC हा 6.3 सेमी काढा.
 (2) B चिंदूिाशी 75° िा कोन  

 करिारा चकरि BP काढा.
 (3) चकरि BP रर 
  d(B,D) = 9 सेमी असा 
  D चिंदू घया.
 (4) रेख DC काढा.
 (5) रेख DC  िा लंिदुभाजक  

 काढा.
 (6) रेख DC िा लंिदुभाजक र  

 चकरि BP यांचया छेदनचिंदूला 
  A नार द्या.
 (7) रेख AC काढा.
  D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि  

 आहे. पक्ी आकृती 4.4

P

A

B C

D

75°

6.3 सेमी
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A

B

D

C40°

सरावसंच 4.1

1. D	PQR असा काढा की िाया QR = 4.2 सेमी, mÐQ = 40° आचि PQ + PR = 8.5 सेमी 
2. D	XYZ असा काढा की िाया YZ = 6 सेमी, XY + XZ = 9 सेमी. mÐXYZ = 50°
3. D	ABC असा काढा की िाया BC = 6.2 सेमी, mÐACB = 50°,  AB + AC = 9.8 सेमी
4. D	ABC असा काढा की िाया BC = 5.2 सेमी, ÐACB = 45° आचि D	ABC िी िररचमती 10 सेमी

रचना II 
 मरिकोणाचा पाया, उरलेलया दोन बाजूंचया लांबीतील फरक आमण पायालगतचा एक कोन मदला असता 
मरिकोण काढणे.
उदा (1)D	ABC मधये BC = 7.5 सेमी, mÐABC = 40°, AB - AC = 3 सेमी तर D	ABC काढा.
उकल ः प्र्म कच्ी आकृती काढू.
सपष्ीकरण ः AB - AC = 3 सेमी \	AB > AC आहे.
 BC हा रेषाखंड काढू. रेख BC शी 40°	कोन 
 करिारा चकरि BL काढता येतो. तया चकरिारर
  A चिंदू शोधायिा आहे. BD = 3 सेमी असा 
 D चिंदू तया चकरिारर घेतला. आता, B-D-A 
 आचि BD = AB -AD = 3 आचि 
 AB - AC = 3 चदले आहे.
 \	AD = AC
 \	A हा चिंदू रेख DC चया लंिदुभाजकारर आहे.
 \	चिंदू A हा चकरि BL आचि रेख DC चया 
 लिंदुभाजकािा छेदनचिंदू आहे.

कच्ी आकृती 4.5

A

B C
40°

7.5 सेमी

कच्ी आकृती 4.6

रचनेचया पायऱया 
 (1) रेख BC हा 7.5 सेमी काढा.
 (2) B चिंदूिाशी 40°	कोन करिारा चकरि  

 BL काढा.
 (3) चकरि BL रर D चिंदू असा घया की 
  BD = 3 सेमी.
 (4) रेख CD काढून तयािा लिंदुभाजक काढा.
 (5) रेख CD िा लिंदुभाजक चकरि BL ला 
  जे् े छेदतो तया चिंदूला A नार द्या. 
 (6) रेख AC काढा.
  D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि आहे.

D

A

B C
40°

7.5 सेमी

L

पक्ीआकृती 4.7
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उदा. 2   D	ABC मधये िाजू BC = 7 सेमी, ÐB = 40° आचि AC - AB = 3 सेमी तर D	ABC काढा.
उकल ः  कच्ी आकृती काढू.

रचनेचया पायऱया
  (1) BC  हा  7 सेमी  लािंीिा  
  रेषाखंड काढा.
 (2) चिंदू B िाशी 40°	िा कोन  
  करिारा चकरि BT काढा.
 (3) चकरि BT चया चररूद् ध  
   चकरि BS रर चिंदू D असा  
  घया की BD = 3 सेमी.
 (4) रेख DC िा लिंदुभाजक  
   काढा.
 (5) रेख DC िा लिंदुभाजक
  चकरि BT ला जे् े छेदतो तया 
  चिंदूला A नार द्या.
 (6) रेख AC काढा. 
  D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि  
  आहे. 

कच्ी आकृती 4.8

A

B C
40°

7 सेमी

 BC  =  7 सेमी  काढू.  AC > AB. BC या  
 रेषाखंडाचया B चिंदूिाशी 40° िा कोन करिारा 
 चकरि BT काढता येतो. चिंदू A या चकरिारर  
 आहे. चकरि BT चया चररूद ्ध चकरिारर चिंदू  
 D असा घया की, BD = 3 सेमी.
 आता AD = AB + BD = AB + 3 = AC 

(कारि AC - AB = 3 सेमी चदले आहे.) 
\	AD = AC

\	A हा चिंदू रेख CD चया लंिदुभाजकारर आहे.

7 सेमी

A

B
C

S

D

T

40°

3 स
ेमी

पक्ी आकृती 4.10

सरावसंच 4.2

1. D	XYZ असा काढा की YZ = 7.4 सेमी. mÐXYZ = 45° आचि XY - XZ = 2.7 सेमी. 
2. D	PQR असा काढा की QR = 6.5 सेमी. mÐPQR = 60° आचि PQ - PR = 2.5 सेमी. 
3. D	ABC असा काढा की BC = 6 सेमी. mÐABC = 100° आचि AC - AB = 2.5 सेमी. 

कच्ी आकृती 4.9

7 सेमीB C

D
S

A
T
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सपष्ीकरण ः या आकृतीत रेख BC रर चिंदू P र Q असे घेतले की,
 PB = AB, CQ = AC
 \	PQ = PB + BC + CQ = AB + BC +AC = 11.3 सेमी.
 आता DPBA मधये PB = BA
 \	ÐAPB = ÐPAB आचि ÐAPB + ÐPAB = िाह्यकोन ABC = 70°. . . . (दूरस्  
           आंतरकोनािे प्रमेय)
 \	ÐAPB = ÐPAB = 35° तयािप्रमािे ÐCQA = ÐCAQ = 30°
 आता PAQ हा चत्रकोि काढता येईल, कारि तयािे दोन कोन र समाचरटि िाजू PQ माहीत आहेत.
 मग BA = BP \ चिंदू B रेख AP चया लंिदुभाजकारर आहे र CA = CQ 
 \ चिंदू C रेख AQ चया लंिदुभाजकारर आहे.
 \	AP र AQ िे लिंदुभाजक काढा र ते रेषा PQ ला जे्े छेदतील ते्े अनकु्मे B आचि C चिंदू  
 चमळतात. 
रचनेचया पायऱया 

रचना  III
मरिकोणाची पररमिती आमण पायालगतचे दोनही कोन मदले असता मरिकोण काढणे. 
उदा.  D	ABC मधील AB + BC + CA = 11.3 सेमी, ÐB = 70°,	ÐC = 60° तर D	ABC काढा.
उकल ः कच्ी आकृती काढू. 

कच्ी आकृती 4.11

A

B CP Q
35° 70° 60° 30°

11.3 सेमी

(1)  रेख PQ हा 11.3 सेमी लािंीिा रेषाखंड काढा. 
(2)  चिंदू P िाशी 35° मािािा कोन करिारा चकरि  
 काढा. 
(3)  चिंदू Q िाशी 30° मािािा कोन करिारा चकरि  
 काढा.
(4) दोनही चकरिांचया छेदनचिंदूला A हे नार द्या.

(5)  रेख AP र रेख AQ िे लंिदुभाजक काढा. 
 ते रेषा PQ ला जया चिंदूंत छेदतील तयांना  
 अनकु्मे B आचि C ही नारे द्या. 
(6)  रेख AB आचि रेख AC काढा.
	 D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि आहे. 
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qqq

 संगिकारर या चत्रकोि रिना चजओचजब्रा या सटॉफटरेअरचया साहाययाने करून िाहावयात र आनंद 
घयारा. रिना क्मांक 3 ही या सटॉफटरेअरमधये रेगळ्ाप्रकारे करून दाखरली आहे, ती रीतही अभयासारी.

पक्ी आकृती 4.12

35° 70° 60° 30°

A

B CP Q
11.3 सेमी

सरावसंच 4.3

1. D	PQR असा काढा, की ÐQ = 70°, ÐR = 80°	आचि PQ + QR + PR = 9.5 सेमी. 
2. D	XYZ असा काढा, की ÐY = 58°, ÐX = 46°	आचि चत्रकोिािी िररचमती 10.5 सेमी असेल.  
3. D	LMN असा काढा, की ÐM = 60°, ÐN = 80°	आचि LM + MN + NL = 11 सेमी.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 4

1. D	XYZ असा काढा की XY + XZ = 10.3 सेमी, YZ = 4.9 सेमी, ÐXYZ = 45°
2. D	ABC असा काढा की ÐB = 70°, ÐC = 60°, AB + BC + AC = 11.2 सेमी.
3. जया चत्रकोिािी िररचमती 14.4 सेमी आहे आचि जयाचया िाजूंिे गुिोततर 2ः3ः4 आहे, असा चत्रकोि   
 काढा.
4. D	PQR असा काढा की PQ - PR = 2.4 सेमी, QR = 6.4 सेमी आचि ÐPQR = 55°.

ICT Tools or Links
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5 चौकाेन

A

B

C

D

आकृती 5.1

जरा आठवूया.

1. �ABCD या चौकोनाचया संदराभात खालील जोड्ा ललहा.

लगतचया बाजूंचया जोड्ा ः 
(1) ... , ...    (2) ... , ... 
(3) ... , ...    (4) ... , ...

लगतचया कोनांचया जोड्ा ः 
(1) ... , ...    (2) ... , ... 
(3) ... , ...    (4) ... , ... 

संमुख बाजूंचया जोड्ा  (1) ..... , ..... (2) ..... , ..... 
संमुख कोनांचया जोड्ा (1) ..... , ..... (2) ..... , ..... 

आठवा पाहू माझा प्रकार आलि माझे गुिधमभा

•	 समांतररुज चौकोन
•	 समांतररुज चौकोनाचया कसोट्ा
•	 समरुज चौकोन

•	 लरिकोिाचया दोन बाजूंचया 
मधयलबंदूंचे प्रमेय

•	 आयत
•	 चौरस
•	 समलंब चौकोन

मी चौकोन आहे

माझया संमुख बाजूंचया 
दोनही जोड्ा समांतर

माझे सवभा कोन 
काटकोन

माझया सवभा बाजू 
समान लंाबीचया

माझे सवभा कोन समान, 
सवभा बाजू समान

माझे गिुधमभा माझे गुिधमभा माझे गुिधमभा माझे गुिधमभा

•	संमुख बाजू एकरूप 
•	संमुखकोन  . . . . 
•	किभा  . . . . 

•	संमुख बाजू . . . . 
•	किभा . . . . .

•	संमुख कोन . . . . 
•	किभा . . . . .

•	किभा . . . . .

माझया संमुख रुजांची एकच जोडी समांतर 

चला, शिकूया.
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रीत II ः
	 y	रेख AB आचि रेख BC हे कोितयाही लािंीिे, 
  एकमेकांशी कोितयाही मािािा कोन करिारे  
  रेषाखंड काढू. 
 • किंासमधये BC हे अंतर घेऊन आचि चिंदू A  
  केंद्र घेऊन एक कंस काढू. 
 • किंासमधय ेAB हे अंतर घेऊन, चिंदू C केंद्र  
  घेऊन िचहलया कंसाला छेदिारा कंस काढू. 
 •	कंसांचया छेदनचिंदूला D नार देऊ. 
  रेख AD आचि रेख CD जोडू. 
  तयार झालेला �ABCD हा समांतरभुज   
  िौकोन असेल. 

A

B C

D

आकृती 5.3

िौकोनािे रेगरेगळे प्रकार आचि तयांिे गिुधम्व तुमहांला माहीत आहेत. िाजू र कोन मोजिे, घडा घालिे 
अशा कृतींतून ते तुमही जािून घेतले आहे. हे गुिधम्व तका्वने कसे चसद्ध होतात हे आता आिि अभयासिार 
आहोत.

एखादा गुिधम्व तका्वने चसद्ध केला की तया गुिधमा्वला प्रमेय महितात. 
आयत, समभुज िौकोन आचि िौरस हे चरचशटि असे समांतरभुज िौकोनि असतात. कसे, हे या िाठािा 

अभयास करताना तुमहालंा समजेल. महिून अभयासािी सुरुरात समांतरभुज िौकोनािासून करू. 

  
जाणून घेऊया.

सिांतरभुज चौकोन (Parellelogram)
जया िौकोनाचया संमुख िाजूंचया दोनही जोडा समांतर असतात, तया िौकोनाला समांतरभुज िौकोन असे

महितात.
प्रमेय चसद्ध करताना, उदाहरिे सोडरताना या िौकोनािी आकृती रारंरार काढारी लागते. महिून ही आकृती 

कशी काढता येते हे िाहू. 
 समजा आिलयाला �ABCD हा समांतरभुज िौकोन काढायिा आहे. 
रीत I ः 
 •	 प्र्म AB आचि BC हे कोितयाही लांिीिे,  
  एकमेकांशी कोितयाही मािािा कोन करिारे  
  रेषाखंड काढू. 
	 y	अाता रेख AD आचि रेख BC समांतर असले  
  िाचहजेत. महिून चिंदू A मधून रेख BC ला  
  समांतर रेषा काढू. 
	 y	तसिे रेख AB ।। रेख DC, महिून चिंदू C मधून रेख AB ला समांतर रेषा काढू. 
  दोनही रेषा जया चिंदूत छेदतील, तो चिंदू D असिार. महिून तयार झालेला िौकोन ABCD हा समांतरभुज 
  िौकोन असिार. 

A D

CB आकृती 5.2
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आकृती 5.6

A

B C

C

D

A

आकृती 5.4A
AA

D
D

B
B

I

II

C
C C

दुसऱया रीतीने काढलेलया िौकोनात आिि संमुख िाजू समान असलेला िौकोन काढलेला आहे. 
याचया संमुख िाजू समांतर का येतात, हे एका प्रमेयाचया चसद्धतेनंतर तुमहांला समजेल. 

  कृती I  लगतचया िाजू रेगरेगळ्ा लांिीचया आचि तयामधील कोन रेगरेगळ्ा मािािंे घेऊन 
िाि रेगरेगळे समांतरभुज िौकोन काढा. 

समांतरभुज िौकोनािी प्रमेये चसद्ध करणयासाठी एकरूि चत्रकोिांिा उियोग होतो. तो कसा करून 
 घयायिा हे समजणयासाठी िुढील कृती करा. 

 कृती II 

 • एका जाड कागदारर �ABCD हा समांतरभुज 
िौकोन काढा. तयािा कि्व AC काढा. आकृतीत 
दाखरलयाप्रमािे चशरोचिंदूंिी नारे िौकोनाचया 
आतही चलहा. 

 •	 कि्व AC रर घडी घालून DADC आचि 
DCBA एकमेकांशी तंतोतंत जुळतात का हे िाहा. 

 •	 �ABCD तयाचया AC किा्वरर कािून 
DADC आचि DCBA रेगळे करा. DCBA 
चिररून घेऊन DADC शी तंतोतंत जुळतो का ते 
िाहा. 

काय आढळले? DCBA चया कोितया िाजू 
DADC चया कोितया िाजूंशी जुळलया? DCBA 
िा कोिता कोन DADC चया कोितया कोनाशी 
जुळला? 

 िाजू DC ही िाजू AB शी आचि िाजू AD 
ही िाजू CB शी तंतोतंत जुळते. तसेि Ð	B हा 
Ð	D शी जुळतो. 

 महिजेि समांतरभुज िौकोनाचया संमुख िाजू र संमुख कोन एकरूि आहेत असे चदसते. समांतरभुज 
िौकोनािे हेि गुिधम्व आिि चसद्ध करूया. 

A

D

B
B

C

आकृती 5.5



60

R

S
O

P

Q
आकृती 5.8

X

X

C

A

D

B

´°

°
´

आकृती 5.7

प्रिेय 1. समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा एकरूि असतात र संमुख कोन एकरूि असतात. 
  पक् ः �ABCD समांतरभुज िौकोन आहे. 
         महिजेि िाजू AB ।। िाजू DC, िाजू AD ।। िाजू BC.
  साधय ः रेख AD @ रेख BC ; रेख DC @ रेख AB
          ÐADC @	ÐCBA, आचि ÐDAB @	ÐBCD.
  रचना ः कि्व AC काढा.

मसद ्धता ः रेख DC ।। रेख AB र कि्व AC ही छचेदका.
	 	 \	ÐDCA @ ÐBAC ................(1) 
  आचि ÐDAC @ ÐBCA ..............(2)  
	   आता, DADC र DCBA यांमधये,
  ÐDAC @ ÐBCA .......... चरधान (2) ररून
  ÐDCA @ ÐBAC .......... चरधान (1) ररून
  िाजू AC @	िाजू CA ........ सामाईक िाजू
	 	 \ DADC @	DCBA ...... कोिाको कसोटी
	 	 \िाजू AD @	िाजू CB  .... एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू
  आचि िाजू DC @	िाजू AB ........ एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू
  तसेि, ÐADC @ ÐCBA ......... एकरूि चत्रकोिािे संगत कोन 
  याप्रमािेि ÐDAB @ ÐBCD  हे चसद ्ध करता येईल.

मवचार करूया

ररील प्रमेयात ÐDAB @ ÐBCD  हे चसद् ध करणयासाठी रिनेत काही िदल करारा लागेल का? तो िदल 
करून चसद्धता कशी चलचहता येईल? 

 समांतरभुज िौकोनािा आिखी एक गिुधम्व समजून घेणयासाठी िुढील कृती करा.

 कृती  ः �PQRS हा कोिताही एक समांतरभुज  
  िौकोन काढा. कि्व PR आचि कि्व QS  
  काढून तयाचंया छेदनचिंदूला O हे नार द्या.  
  प्रतयेक किा्वचया झालेलया दोन भागांचया  
  लािंीिी तुलना कक्कटकाचया साहाययाने करा. 
  काय आढळले? 

}..... वयुतक्म कोन
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प्रिेय ः समांतरभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात. 

  पक् ः �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
    कि्व PR र कि्व QS हे O चिंदूत छेदतात. 
  साधय ः रेख PO @	 रेख RO, 	 रेख SO @	 रेख QO

मसद ्धता ः DPOS र DROQ मधये
   ÐOPS @ ÐORQ .......... वयुतक्म कोन
   िाजू PS @ िाजू RQ ......... समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा
   ÐPSO @ ÐRQO .......... वयुतक्म कोन
   \DPOS @	DROQ .......  कोिाको कसोटी
   \रेख PO @	 रेख RO ..............
   आचि रेख SO @	 रेख QO ..........

हे लक्ात ठेवूया.

 • समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा एकरूि असतात. 
 • समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन एकरूि असतात. 
 • समांतरभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात.

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. PQ = 3.5, PS = 5.3 ÐQ = 50° तर �PQRS चया 
  इतर िाजूंचया लािंी आचि कोनािंी मािे काढा. 
उकल ः	�PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
   \Ð	Q + Ð	P = 180°	 ........आंतरकोन  
	 		 \ 50°	+ Ð	P = 180°
	 		 \	Ð	P = 180° - 50°	=	130°  
	 		 आता, Ð	P = Ð	R आचि  Ð	Q = Ð	S	 ........समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन 
	 		 \	Ð R = 130°	आचि  Ð	S = 50°
	 		 तसेि, PS = QR आचि PQ = SR ........समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा. 
   \	QR = 5.3 आचि SR = 3.5

R

S
O

P

Q
आकृती 5.9

X

X

}..... एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा

आकृती 5.10

5.3 SP

RQ
50°

3.
5
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उदा (2) �ABCD समांतरभुज आहे. �ABCD मधये Ð	A = (4x +13)° आचि Ð	D = (5x -22)°	
तर Ð	B आचि Ð	C यांिी मािे काढा. 

उकल ः समांतरभुज िौकोनािे लगतिे कोन िूरक असतात. 
	 	 	 Ð	A आचि Ð	D हे लगतिे कोन आहेत.  
   \ (4x +13)°+	 (5x - 22)°	 =	180 
   \ 9x - 9 = 180
   \ 9x = 189
   \ x = 21
   \ Ð	A = 4x +13 = 4 ´	21 + 13 = 84+13 = 97°	\	Ð	C = 97°
     Ð	D = 5x - 22 = 5 ´	21 - 22 = 105 - 22 = 83°	\	Ð	B = 83°

सरावसंच  5.1

1. समांतरभुज �WXYZ िे कि्व चिंदू O मधये छेदतात. ÐXYZ = 135° तर ÐXWZ = ?, 
 ÐYZW = ? जर l(OY)= 5 सेमी तर l(WY)= ?

2. समांतरभुज �ABCD मधये ÐA = (3x + 12)°,	ÐB = (2x - 32)°	तर x िी चकंमत काढा,  
तयाररून ÐC आचि ÐD िी मािे काढा. 

3. एका समांतरभुज िौकोनािी िररचमती 150 सेमी आहे आचि एक िाजू दुसरीिेक्ा 25 सेमी मोठी आहे.  
तर तया समांतरभुज िौकोनाचया सर्व िाजूंिी लांिी काढा. 

4. एका समांतरभुज िौकोनाचया लगतचया दोन कोनांिे गुिोततर 1 ः 2 आहे. तर तया समांतरभुज िौकोनाचया 
 सर्व कोनांिी मािे काढा. 

5*.  समांतरभुज �ABCD िे कि्व िरसिरांना चिंदू O मधये छेदतात. जर AO = 5, BO = 12 आचि  
AB = 13 तर �ABCD समभुज आहे हे दाखरा. 

6.  आकृती 5.12 मधये �PQRS र �ABCR हे 
 दोन समांतरभुज िौकोन आहेत. ÐP = 110°	
	 तर �ABCR चया सर्व कोनािंी मािे काढा. 

7.  आकृती 5.13 मधये �ABCD समांतरभुज 
िौकोन  आहे. चकरि AB रर चिंदू E असा आहे 
की BE = AB. तर चसद्ध करा, की रेषा ED 
ही रेख BC ला F मधये दुभागते. 

A

B
C

P Q

RS

आकृती 5.12

110°

CD

E

F

BA

आकृती 5.13

आकृती 5.11

5x - 22

4x +13
A B

CD
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आकृती 5.14

P

Q R

S

P

Q R

S

आकृती 5.15

जरा आठवूया.

सिांतर रेषांचया कसोट्ा
1. जर दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता होिाऱया संगत कोनािी एक जोडी एकरूि असेल, तर तया  
 दोन रेषा एकमेकींना समांतर असतात.
2. जर दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता वयुतक्म कोनांिी एक जोडी एकरूि असेल, तर तया दोन  
 रेषा एकमेकींना समांतर असतात.
3. जर दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता आंतरकोनािंी एक जोडी िूरक असेल, तर तया दोन रेषा  
 एकमेकींना समांतर असतात. 

जाणून घेऊया.

सिांतरभुज चौकोनाचया कसोट्ा (Tests for parallelogram)

समजा, �PQRS मधये PS = QR आचि PQ = SR
आहे. �PQRS हा समांतरभुज आहे हे चसद्ध करायिे 
आहे. तयासाठी या िौकोनाचया िाजूंचया कोितया जोडा 
समांतर आहेत असे दाखरारे लागेल?
तयासाठी समांतर रेषांिी कोिती कसोटी उियोगी िडेल? 
कसोटीसाठी आरशयक असिारे कोन चमळरणयासाठी 
कोिती रेषा छेचदका महिून घेिे सोईिे होईल? 

प्रिेय ः िौकोनाचया संमुख िाजूंचया जोडा एकरूि असतील तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
पक् ः �PQRS मधये 
  िाजू PS @  िाजू QR
  िाजू PQ @	िाजू SR
साधय ः �PQRS हा समांतरभुज आहे. 
रचना ः कि्व PR काढला. 
मसद्धता ः D	SPR र D	QRP मधये, 
  िाजू SP @  िाजू QR ........(िक्)
  िाजू SR  @ िाजू QP ........ (िक्) 
  िाजू PR  @ िाजू RP ........ सामाईक िाजू 
  \D	SPR @ D	QRP ...... िािािा कसोटी 
   \Ð	SPR @ Ð	QRP ....... एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन 
  तसेि ÐPRS @ ÐRPQ ..... एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन
 ÐSPR आचि ÐQRP हे रेख PS आचि रेख QR यांचया PR या छचेदकेमुळे झालेले वयुतक्म कोन 
आहेत. 
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पक् ः �EFGH मधये Ð	E @	Ð	G 
  आचि Ð.......... @	Ð..........
साधय ः �EFGH हा ............ 

मसद्धता ः Ð	E = Ð	G = x आचि Ð	H = Ð	F = y मानू. 
  िौकोनाचया कोनांचया मािािंी िेरीज ........ असते. 
  \	Ð	E + Ð	G + Ð	H + Ð	F = .........
  \	x + y + .......... + .......... = ..........
  \	�x + �y = .....
  \	x + y = 180°
  \	Ð	G + Ð	H = ..........
  रेख HE आचि रेख GF यांना छचेदका HG ने छेदलयामुळे Ð	G आचि Ð	H हे आंतरकोन तयार 
  झाले आहेत. 
  \	िाजू HE || िाजू GF .......... (I) समांतर रेषािंी आंतरकोन कसोटी.
  तयािप्रमािे  Ð	G + Ð	F = ..........
  \	िाजू .......... || िाजू .......... .......... (II) समांतर रेषािंी आंतरकोन कसोटी.
  \	 (I) र (II) ररून �EFGH हा .................... आहे. 

G F

EH

आकृती 5.16

 \	िाजू PS || िाजू QR ......(I) समांतर रेषांिी वयुतक्म कोन कसोटी. 
 तसेि ÐPRS आचि ÐRPQ हे रेख PQ आचि रेख SR यांचया PR या छेचदकेमुळे झालेले वयुतक्म कोन 
आहेत. 
 \	िाजू PQ || िाजू SR ......(II) समांतर रेषांिी वयुतक्म कोन कसोटी.
 \	 (I) र (II) ररून �PQRS हा समांतरभुज आहे. 

समांतरभुज िौकोन काढणयाचया दोन रीती सुरुरातीला चदलया आहेत. दुसऱया रीतीत प्रतयक्ात संमुख िाजू 
समान असलेला िौकोन काढला आहे. असा िौकोन समांतरभुज का असतो, हे आता लक्ात आले का? 

प्रिेय ः िौकोनाचया संमुख कोनांचया जोडा एकरूि असतील तर तो समांतरभुज िाैकोन असतो. 
 खाली चदलेलया िक्, साधय आचि चसद्धतेतील ररकामया जागा भरा. 
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A B

CD

E

आकृती 5.17

आकृती 5.18

AB

C D

प्रिेय ः िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागत असतील तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
पक् ः �ABCD िे कि्व िरसिरांना चिंदू E मधये दुभागतात. महिजेि रेख AE @  रेख CE
  रेख BE @	 रेख DE
साधय ः �ABCD हा समांतरभुज आहे. 
मसद्धता ः िुढील प्रशनांिी उततरे शोधा आचि चसद्धता तुमही सरतः चलहा. 

1. रेख AB ||	 रेख DC हे चसद्ध करणयासाठी वयुतक्म 
कोनांिी कोिती जोडी एकरूि दाखरारी लागेल? 
वयुतक्म कोनािंी ती जोडी कोितया छेचदकेमुळे चमळेल?

2. वयुतक्म कोनांचया चनरडलेलया जोडीतील कोन हे कोिकोितया चत्रकोिांिे कोन आहेत? 
3. तयांिैकी कोिते चत्रकोि कोितया कसोटीने एकरूि होतात? 
4. याप्रमािे चरिार करून रेख AD ||	 रेख BC हे चसद्ध करता येईल ना? 

एखादा चौकोन सिांतरभुज आहे असे मसद्ध करायचे असते तेवहा वरील प्रिेये उपयोगी पडतात. 
महणून या प्रिेयांना सिांतरभुज चौकोनाचया कसोट्ा महणतात. 

आिखी एक प्रमेय समांतरभुज िौकोनािी कसोटी महिून उियोगी िडते. 
प्रिेय ः िौकोनाचया संमुख िाजूिंी एक जोडी एकरूि आचि समांतर असेल तर तो िौकोन समांतरभुज  
  असतो. 
पक् ः �ABCD मधये रेख CB @	 रेख DA आचि रेख CB ||	 रेख DA
साधय ः �ABCD समांतरभुज आहे. 
रचना ः कि्व BD काढला. 
  खाली ्ोडकयात चदलेली चसद्धता तुमही चरसताराने चलहा. 
      D	CBD @ D	ADB .......िा-को-िा कसोटी. 
  \	ÐCDB @ ÐABD ..... एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन. 
  \	 रेख CD ||	 रेख BA ..... समांतर रेषािंी वयुतक्म कोन कसोटी. 

हे लक्ात ठेवूया.

 � जया िौकोनाचया संमुख कोनांचया जोडा एकरूि असतात तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
 � जया िौकोनाचया संमुख िाजूंचया जोडा एकरूि असतात तो िौकोन समांतरभुज असतो.
 � जया िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात तो िौकोन समांतरभुज असतो.
 � िौकोनाचया संमुख िाजूिंी एक जोडी एकरूि आचि समांतर असेल तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 

 या प्रमेयांना समांतरभुज िौकोनाचया कसोट्ा महितात. 

मवचार करूया

रहीमधील छािलेलया रेषा एकमेकींना समांतर असतात. या रेषािंा उियोग करून एखादा समांतरभुज िौकोन 
कसा काढता येईल? 

 �. 
 �. 
 �. 
 �. 
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सोडवलेली उदाहरणे -
उदा (1)  �PQRS हा समांतरभुज आहे. िाजू PQ िा मधयचिंदू  M आचि िाजू RS िा मधयचिंदू N आहेे 

तर �PMNS आचि �MQRN समांतरभुज आहेत हे चसद्ध करा. 
पक् ः �PQRS समांतरभुज आहे. िाजू PQ आचि 

िाजू RS यािंे अनुक्मे M आचि N हे 
मधयचिंदू आहेत. 

साधय ः �PMNS समांतरभुज आहे.
  �MQRN समांतरभुज आहे.
मसद्धता ः िाजू PQ || िाजू SR
  \	िाजू PM || िाजू SN ...... ( P-M-Q; S-N-R) ......(I)
   तसेि िाजू PQ = िाजू SR.

  \	
1
2 िाजू PQ = 	

1
2 िाजू SR

    \	िाजू PM = िाजू SN ..... ( M र N हे मधयचिंदू अाहेत.)......(II)
  \	 (I) र (II) ररून �PMNQ  हा समांतरभुज आहे, 
  तयािप्रमािे �MQRN समांतरभुज आहे हे चसद्ध करता येईल. 
उदा (2) D	 ABC चया िाजू AB आचि AC यांिे अनकु्मे D र E हे मधयचिंदू आहेत. चकरि ED रर 
 चिंदू F असा आहे, की ED = DF. तर चसद्ध करा, �AFBE हा समांतरभुज आहे. 
 या उदाहरिासाठी िक् आचि साधय तुमही चलहा आचि चसद्धतेतील ररकामया जागा भरून ती िूि्व करा. 
पक् ः -------------------
साधय ः ----------------------

मसद्धता ः रेख AB आचि रेख EF हे �AFBE िे  आहेत. 

  रेख AD @ रेख DB.......

  रेख  @ रेख .......रिना.

  \	�AFBE िे कि्व िरसिरांना 

  \	  कसोटीने �AFBE समांतरभुज आहे. 

उदा (3)  कोिताही समभुज िौकोन हा समांतरभुज असतो हे चसद्ध करा. 

पक् ः �ABCD समभुज आहे

साधय ः �ABCD समांतरभुज आहे. 

मसद्धता ः िाजू AB = िाजू BC = िाजू CD = िाजू DA (िक्) 
  \िाजू AB = िाजू CD आचि िाजू BC = िाजू AD
  \	�ABCD समांतरभुज आहे..... (समांतरभुज िौकोनािी संमुख भुजा कसोटी)

आकृती 5.19

P

Q R

S

M N

आकृती 5.20

A

B C

D EF

आकृती 5.21
A

B C

D
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1. आकृती 5.22 मध्ये, �ABCD हा समांतरभुज 
आहये. बिंदू P व बिंदू Q हये अनुक्रमये िाजू AB व 
िाजू DC ्ांचये मध्बिंदू आहयेत तर बसद्ध करा 
की, �APCQ समांतरभुज आहये. 

2. कोणताही आ्त समांतरभुज असतो, हये बसद्ध करा. 

3. आकृती 5.23 मध्ये, बिंदू G हा D DEF चा 
मध्गा संपात आहये. बकरण DG वर बिंदू H असा 
घ्ा, की D-G-H आबण DG = GH, 
तर बसद्ध करा �GEHF समांतरभुज आहये. 

4*. समांतरभुज चौकोनाच्ा चारही कोनांच्ा 
दुभाजकांमुळये त्ार झालयेला चौकोन आ्त असतो, 
हये बसद् ध करा. (आकृती 5.24)

5. शयेजारील आकृती 5.25 मध्ये  �ABCD ह्ा 
समांतरभुज चौकोनाच्ा िाजूंवर P, Q, R, S बिंदू 
असये आहयेत की, AP = BQ = CR = DS तर 
बसद्ध करा, की �PQRS हा समांतरभुज चौकोन 
आहये. 

आकृती 5.22

A

B C

D

P Q

आकृती 5.23

E F

G

D

H

A
P

B

R

C

S

D

Q

आकृती 5.24

आकृती 5.25

PA

R

B

S

CD

Q

सरावसंच  5.2

जाणून घेऊया.

                      आयत, समभुज चौकोन आणण चौरस यांचे णवशेष गुणधम्म 

                     
(Properties of rectangle, rhombus and square)

आ्त, समभुज चौकोन आबण चौरस हये समांतरभुज चौकोनही असतात. त्ामुळये संमुख िाजू समान असणये, संगत 
कोन समान असणये आबण कण्ण परसपरांना दुभागणये हये गुणधम्ण ्ा बतनही प्रकारच्ा चौकोनांत असतात. 
परंतु ्ापयेक्ा काही अबधक गुणधम्ण ्ा प्रत्येक प्रकारच्ा चौकोनात असतात. तये आपण पाहू. 
्ा गुणधमाांच्ा बसद्धता पुढये थोडक्ात बदल्ा आहयेत. बदलयेल्ा पा्ऱ्ा बवचारात घयेऊन तुमही त्ा बसद्धता 
बवसतारानये बलहा. 
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िक्}

 y आयतािे कि्व एकरूि असतात. 
 y समभजु िौकोनाि ेकि्व िरसिरािं ेलिंदभुाजक 

असतात. 
 y समभुज िौकोनािे कि्व संमुख कोन 

दुभागतात.

 y िौरसािे कि्व एकरूि असतात. 
 y िौरसािे कि्व िरसिरांिे लिंदुभाजक 

असतात. 
 y िौरसािे कि्व संमुख कोन दुभागतात. 

प्रिेय ः आयतािे कि्व एकरूि असतात. 
पक् ः �ABCD हा आयत आहे. 
साधय ः कि्व AC @	कि्व BD
मसद्धता ः ्ोडकयात चदलेली चसद ्धता कारिे देऊन िूि्व करा.
	 	 D	ADC @ D	DAB ...... िाकोिा कसोटी. 
  कि्व AC @	कि्व BD..... (एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू) 

प्रिेय ः िौरसािे कि्व एकरूि असतात. 
  िक्, साधय आचि चसद्धता तुमही चलहा. 

प्रिेय ः समभुज िौकोनािे कि्व िरसिरािंे लिंदुभाजक असतात. 
पक् ः �EFGH समभुज आहे. 
साधय ः (i) कि्व EG हा कि्व HF िा लंिदुभाजक आहे. 
  (ii) कि्व HF हा कि्व EG िा लंिदुभाजक आाहे. 
मसद्धता ः (i) रेख EF @	 रेख EH 
       रेख GF @	 रेख GH 
  रेषाखंडाचया टोकािंासून समदूर असिारा प्रतयेक चिंदू तया रेषाखंडाचया लिंदुभाजकारर असतो. 
  \	 चिंदू E र चिंदू G हे रेख HF चया लंिदुभाजकारर आहेत. 
  दोन चभन्न चिंदूंतून एक आचि एकि रेषा जाते. 
  \	 रेषा EG ही कि्व HF िी लंिदुभाजक रेषा आहे. 
  \	कि्व EG हा कि्व HF िा लंिदुभाजक आहे.
  (ii) याप्रमािेि कि्व HF हा कि्व EG िा लिंदुभाजक आहे हे चसद्ध करता येईल. 
िुढील प्रमेयांचया चसद्धता तुमही चलहा. 

 y िौरसािे कि्व िरसिरांिे लिंदुभाजक असतात. 
 y समभुज िौकोनािे कि्व तयािे संमुख कोन दुभागतात. 
 y िौरसािे कि्व तयािे संमुख कोन दुभागतात. 

हे लक्ात ठेवूया.

A

B C

D

आकृती 5.26

E

F

G

H

आकृती 5.27

y

y
y

y
y

y

y
y

y
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सोितचया आकृतीत �ABCD चया िक्त AB आचि 
DC याि िाजू एकमेकींना समांतर आहेत. महिजे हा 
समलिं िौकोन आहे. 
समांतर रेषांचया गुिधमा्वनुसार ÐA आचि ÐD ही 
लगतचया कोनांिी जोडी िूरक आहे. तसिे ÐB आचि 
ÐC ही लगतचया कोनािंी जोडीसुद्धा िूरक आहे. 
समलिं िौकोनात लगतचया कोनांचया दोन जोडा 
िूरक असतात. 
समलिं िौकोनाचया समांतर नसलेलया (असमांतर) 
िाजूंिी जोडी एकरूि असेल तर तया िौकोनाला 
सिद् मवभुज सिलंब चौकोन (Isosceles 
trapezium) महितात. 

सिलंब चौकोनाचया असिांतर बाजूंचे िधयमबंदू जोडणाऱया 
रेषाखंडाला तया सिलंब चौकोनाची िधयगा महणतात.

आकृती 5.28
CD

BA

सरावसंच  5.3

1. �ABCD या आयतािे कि्व O मधये छेदतात. जर AC = 8 सेमी, तर BO = ?
 जर ÐCAD = 35° तर ÐACB = ? 
2.  �PQRS या समभुज िौकोनात जर PQ = 7.5 सेमी, तर QR = ?
 जर ÐQPS = 75° तर ÐPQR = ?, ÐSRQ = ? 
3.  � IJKL या िौरसािे कि्व िरसिरांना चिंदू M मधये छेदतात. तर ÐIMJ, ÐJIK आचि ÐLJK यािंी  
 मािे ठररा. 
4.  एका समभुज िौकोनाचया किाांिी लािंी अनुक्मे 20 सेमी, 21 सेमी आहे, तर तया िौकोनािी िाजू र 

िररचमती काढा. 
5. खालील चरधाने सतय की असतय हे सकारि चलहा.
 (i) प्रतयेक समांतरभुज िौकोन समभुज िौकोन असतो. (ii) प्रतयेक समभुज िौकोन हा आयत असतो.
 (iii) प्रतयेक आयत हा समांतरभुज िौकोन असतो.   (iv) प्रतयेक िौरस हा आयत असतो.
 (v) प्रतयेक िौरस हा समभुज िौकोन असतो.    (vi) प्रतयेक समांतरभुज िौकोन आयत असतो. 

जाणून घेऊया.

सिलंब चौकोन (Trapezium) 
जया िौकोनाचया संमुख िाजूिंी एकि जोडी समांतर असते, तया िौकोनाला समलिं िौकोन महितात. 

P Q

RS आकृती 5.29
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सोडवलेली उदाहरणे ः 
उदा (1) �ABCD चया कोनािंी मािे 4 ः 5 ः 7 ः 8 या प्रमािात आहेत. तर �ABCD समलिं आहे, हे 
      दाखरा.  
उकल ः समजा, ÐA,	ÐB, ÐC, ÐD यांिी मािे अनकु्मे 
  (4x)°, (5x)°, (7x)°, र (8x)° असे मानू. 
  िौकोनाचया  सर्व कोनांचया मािांिी िेरीज 360° असते. 
	 	\	4x + 5x + 7x + 8x = 360
  \	24x = 360    \	x = 15
  ÐA = 4 ´ 15 = 60°,  ÐB = 5 ´ 15 = 75°,  ÐC = 7 ´ 15 = 105°, 
   आचि  ÐD = 8 ´ 15 = 120°
  आता,  ÐB + ÐC = 75° + 105°= 180°
   \	िाजू CD ||	िाजू BA...... (I) 
  िरंतु ÐB + ÐA = 75°+ 60°= 135°	¹	180°	

	 	\	िाजू BC आचि िाजू AD एकमेकींना समांतर नाहीत. .........(II)
  \	�ABCD हा समलिं िौकोन आहे. ..........(I) र (II) ररून 

उदा (2) समलंि �PQRS मधये िाजू PS ||	िाजू QR आचि िाजू PQ @	िाजू SR, 
      िाजू QR > िाजू PS तर चसद्ध करा ÐPQR @	ÐSRQ 
पक् ः �PQRS मधये िाजू PS ||	िाजू QR 
  आचि िाजू PQ @	िाजू SR
साधय ः ÐPQR @	ÐSRQ
रचना ः चिंदू S मधून िाजू PQ ला समांतर रेषाखंड काढला. 
  तो िाजू QR ला T मधये छेदतो. 
मसद्धता ः �PQRS मधये, 
  रेख PS ||	 रेख QT ........िक् आचि  Q-T-R   
  रेख PQ ||	 रेख ST ........रिना
	 	 \	�PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
	 	 \ÐPQT @ ÐSTR ..... संगत कोन (I)
  तसेि रेख PQ @	 रेख ST 
  िरंतु रेख PQ @	 रेख SR ......(िक्)
  \	 रेख ST @	 रेख SR 
  \ÐSTR @ ÐSRT.....समद ्चरभुज चत्रकोिािे प्रमेय (II)
  \ÐPQT @ ÐSRT .......(I) र (II) ररून. 
  \	ÐPQR @	ÐSRQ ........ Q-T-R. 
  याररून चसद् ध होते, की समद् चरभुज समलंि िौकोनािे िायालगतिे कोन एकरूि असतात.

आकृती 5.31

P

Q R

S

T

आकृती 5.30

D C

BA
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सरावसंच  5.4

1. �IJKL मधये िाजू IJ ||	 िाजू KL असून ÐI = 108° ÐK = 53° तर ÐJ आचि ÐL यािंी  
मािे काढा. 

2. �ABCD मधये िाजू BC ||	 िाजू AD असून  िाजू AB @ िाजू DC जर ÐA = 72°  
 तर ÐB, आचि ÐD यांिी मािे ठररा. 

3. आकृती 5.32 मधील �ABCD मधये िाजू BC < िाजू AD असून 
 िाजू BC ||	िाजू AD आचि जर 
 िाजू BA @	िाजू CD 
 तर ÐABC @ ÐDCB हे चसद्ध करा. 

जाणून घेऊया.

 मरिकोणाचया दोन बाजूंचया िधयमबंदूंचे प्रिेय (Theorem of midpoints of two sides of a triangle)

मवधान ः चत्रकोिाचया कोितयाही दोन िाजूंिे मधयचिंदू जोडिारा रेषाखंड चतसऱया िाजूला समांतर असतो र 
  तया िाजूचया चनममया लािंीिा असतो. 
पक् ः D	ABC मधये चिंदू P हा रेख AB िा 
  मधयचिंदू र चिंदू Q हा रेख AC िा मधयचिंदू 
  आहे. 
साधय ः रेख PQ || रेख BC 

  आचि PQ = 1
2

 BC
रचना ः रेख PQ हा R ियांत असा राढरा की PQ = QR 
  रेख RC काढा. 
मसद्धता ः D	AQP र D	CQR मधये
  रेख PQ @	 रेख QR ...... रिना
  रेख AQ @	 रेख QC ...... Q हा AC िा मधयचिंदू. 
	 	 ÐAQP @ ÐCQR ..... िरसिर चररुद्ध कोन. 
	 	 \	D	AQP @ D	CQR ....... िाकोिा कसोटी
	 	 ÐPAQ @ ÐRCQ .....    (1) एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन. 
	 	 \	 रेख AP @	 रेख CR ......(2) एकरूि चत्रकोिांचया संगत भुजा
  चरधान (1) ररून रेषा AB || रेषा CR.........वयुतक्म कोन कसोटी.
  चरधान (2) ररून रेख AP @ रेख CR
  िरंतु रेख AP @ रेख PB @ रेख CR आचि	 रेख PB || रेख CR
	 	 \	�PBCR हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
	 	 \	 रेख PQ ।। रेख BC आचि PR = BC ..... कारि संमुख िाजू समान लािंीचया असतात. 

आकृती 5.32
A

B C

D

P Q

A

B C
आकृती 5.33

A

B C

P Q R

आकृती 5.34
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  आहे.चिंदू D मधून जािारी िाजू BC ला 
  समांतर असिारी रेषा l ही िाजू AC ला 
  चिंदू E मधये छेदते. 

साधय ः AE = EC 

रचना ः रेषा l रर चिंदू F असा घया की D-E-F आचि DE = EF. रेख CF काढला.  

मसद्धता ः रेषा l ||	रेख BC (िक्) आचि केलेली रिना यािंा उियोग करून �BCFD हा समांतरभुज िौकोन 
  आहे, हे दाखरा. 
  D	ADE @	D	CFE हे चसद्ध करा आचि तयाररून साधय चसद्ध करा. 

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) D	ABC चया िाजू AB र AC िे अनुक्मे चिंदू E र F हे मधयचिंदू आहेत. जर EF = 5.6 तर 
 BC िी लािंी काढा. 
उकल ः D	ABC मधये चिंदू E र चिंदू F हे अनुक्मे 
 िाजू AB र िाजू AC िे मधयचिंदू आहेत. 
 EF = 1

2
 BC .......मधयचिंदूिे प्रमेय. 

 5.6 = 1
2

 BC     \	BC = 5.6 ´ 2 = 11.2

उदा (2) कािेतयाही िौकोनािे मधयचिंदू जोडून होिारा िौकोन समांतरभुज िौकोन असतो हे चसद्ध करा. 
पक् ः �ABCD  चया िाजू AB, BC, CD र 
  AD िे मधयचिंदू अनकु्मे P, Q, R, S आहेत.
साधय ः �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
रचना ः कि्व BD काढा. 

A
B

C

P

Q

R

S

D आकृती 5.37

A

B C

E F

आकृती 5.36

आकृती 5.35

A

B C

E FD l

  PQ = 1
2

 PR  ...... रिना

  \	PQ = 1
2

 BC      a 	PR = BC 

 मरिकोणाचया दोन बाजूंचया िधयमबंदूंचया प्रिेयाचा वयतयास 

प्रिेय ः चत्रकोिाचया एका िाजूचया मधयचिंदूतून जािारी र दुसऱया िाजूला समांतर असिारी रेषा चतसऱया  
  िाजूला दुभागते. 

  या चरधानासाठी आकृती, िक्, साधय, रिना चदलेली आहे. तयाररून तया चरधानािी चसद्धता  
  चलचहणयािा प्रयतन करा. 
पक् ः D	ABC चया िाजू AB िा मधयचिंदू D 
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मसद्धता ः D	ABD मधये S हा AD िा मधयचिंदू र P हा AB िा मधयचिंदू आहे. 

  \	मधयचिंदूचया प्रमेयानुसार, PS ||	DB आचि PS = 
1
2  BD ........... (1)

	 	  तसिे D	DBC मधय ेQ र R हे अनुक्मे BC र DC या िाजूंिे मधयचिंदू आहेत.  

	 	 \QR ||	BD, QR = 
1
2  BD ........... (2) मधयचिंदूचया प्रमेयानुसार 

  \PS ||	QR, PS = QR ................ (1) र (2) ररून

  \ �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 

सरावसंच  5.5

1. आकृती 5.38 मधये  D	ABC चया िाजू AB, 
 िाजू BC र िाजू AC िे अनुक्मे चिंदू X, Y, Z हे
 मधयचिंदू आहेत. AB = 5 सेमी, AC = 9 सेमी र 
 BC = 11 सेमी, तर XY, YZ, XZ िी लािंी काढा.  

2. आकृती 5.39 मधये �PQRS आचि �MNRL हे 
 आयत आहेत. चिंदू M हा PR िा मधयचिंदू आहे.
 तर चसद्ध करा (i) SL = LR, (ii) LN = 2

1 SQ. 

3. आकृती 5.40 मधये D	ABC या समभुज चत्रकोिात 
 चिंदू F, D, E हे अनकु्मे िाजू AB, िाजू BC, 
 िाजू AC िे मधयचिंदू आहेत तर D	FED हा 
 समभुज चत्रकोि आहे हे चसद्ध करा. 

4. आकृती 5.41 मधये रेख PD ही D	PQR िी मधयगा आहे. 
 चिंदू T हा PD िा मधयचिंदू आहे. QT राढरलयारर
 PR ला M चिंदूत छेदतो, तर दाखरा की PR

PM  = 3
1 .

 [सूिना ः DN ||	QM काढा.]

संकीण्म प्रशनसंग्रह 5

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.

 (i) जया िौकोनाचया लगतचया िाजूंचया सर्व जोडा एकरूि असतात तया िौकोनािे नार कोिते ?
   (A) आयत  (B) समांतरभुज िौकोन  (C) समलिं िौकोन  (D) समभुज िौकोन

आकृती 5.39
P Q

RL

M N

S

आकृती 5.38

A

B CY

ZX

आकृती 5.40

A

B C

EF

D

आकृती 5.41

P

Q R

T

M
N

D
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 (ii) एका िौरसाचया किा्विी लांिी 12 2  सेमी आहे. तर तयािी िररचमती चकती ?

   (A) 24 सेमी  (B) 24 2  सेमी  (C) 48 सेमी  (D) 48 2  सेमी

 (iii) एका समभुज िौकोनाचया संमुख कोनांिी मािे (2x)° र (3x - 40)° असतील तर x = ?

   (A) 100 ° (B) 80 ° (C) 160 ° (D) 40 ° 
2. एका काटकोन िौकोनाचया लगतचया िाजू अनकु्मे 7 सेमी र 24 सेमी आहेत तर तया िौकोनाचया किा्विी 
 लांिी काढा.
3. िौरसाचया किा्विी लािंी 13 सेमी आहे तर िाैरसािी िाजू काढा.

4. समांतरभुज िौकोनाचया दोन लगतचया िाजूंिे गिुोततर 3ः4 आहे जर तयािी िररचमती 112 सेमी असेल  
 तर तयाचया प्रतयेक िाजिूी लांिी काढा.
5. समभुज िौकोनािे कि्व PR र कि्व QS यांिी लांिी अनकु्मे 20 सेमी र 48 सेमी आहे, तर समभुज 
 िौकोन PQRS चया िाजू PQ िी लांिी काढा.

6.  आयत PQRS िे कि्व िरसिरांना M चिंदूत छेदतात. जर ÐQMR = 50° तर ÐMPS िे माि काढा.

A

B

C

Q

R

P

आकृती 5.42

आकृती 5.43

A B

C

P Q

D

आकृती 5.44
A B

C

M N

D

7. शेजारील आकृती 5.42 मधये 
 रेख AB || रेख PQ , रेख AB @ रेख PQ,  
 रेख AC || रेख PR, रेख AC @ रेख PR 
 तर चसद् ध करा की, 
 रेख BC || रेख QR र रेख BC @ रेखQR.

8*. शेजारील आकृती 5.43 मधये �ABCD 
हा समलिं िौकोन आहे. AB ||	 DC आहे.  
P र Q हे अनुक्मे रेख AD र रेख BC िे 
मधयचिंदू आहेत, तर चसद्ध करा की,  
PQ ||	AB र PQ = 

1
2 (AB + DC)

9. शेजारील आकृती 5.44 मधये �ABCD हा 
समलंि िौकोन आहे. AB ||	DC. M आचि 
N हे अनकु्मे कि्व AC र कि्व DB िे मधयचिंदू 
आहेत. तर चसद्ध करा की, MN ||	AB
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कृती 
 िौकोनाचया चरचरध गुिधमाांिा िडताळा घेिे. 
साचहतय ः 15 सेमी ´ 10 सेमी िा प्ायरुडिा तुकडा; 12 ते 15 ष्खळे, जाडा दोरा, कात्री. 
सूिना ः 15 सेमी ´ 10 सेमी िा प्ायरुडचया तुकडारर 
सरळरेषेत 2 सेमी अंतरारर 5 ष्खळे ठोका. तसिे खालचया सरळ 
रेषेत सुद्धा ष्खळे ठोका. दोन रेषांमधील अंतरसदु्धा 2 सेमी ठेरा. 
दोऱयाने रेगरेगळे िौकोन (ष्खळ्ािे आधाराने) तयार करा.  
िाजूसंिंधी गुिधम्व दोऱयाने िडताळा. याररून िौकोनांचया 
कोनांसंिंधी गुिधम्व िडताळा. 

 

          
				•										•          •          •         •
	
				•										•          •          •         •
   ष्खळ े   दोरी

आकृती 5.45

अमधक िामहतीसाठी 
  मरिकोणांचा िधयगा संपातमबंदू प्रतयके िधयगेला 2 ः 1 या प्रिाणात मवभागतो, हा गिुधम्व तुमहाला माहीत आहे.

तयािी खाली चदलेली चसद्धता अभयासा. 
पक् ः D	ABC चया रेख AD आचि रेख BE  
   या मधयगा, चिंदू G मधये छेदतात. 
साधय ः AG ः GD = 2 ः 1
रचना ः चकरि AD रर चिंदू F असा घेतला की 
   G-D-F  आचि GD = DF
मसद्धता ः �BGCF िे कि्व िरसिरांना दुभागतात. .......... िक् र रिना. 
	 	 	 \  �BGCF समांतरभुज आहे. 
	 	 	 \	रेषा BE ||	रेषा FC   .......... समांतरभुज िौकोनाचया संमुख िाजूंना सामारिाऱया रेषा. 
   आता D	AFC चया िाजू AC िा E हा मधयचिंदू आहे. .......... (िक्) 
   रेख EB ||	रेषा FC
   चत्रकोिाचया एका िाजूचया मधयचिंदूतून दुसऱया िाजूला समांतर असलेली रेेषा चतसऱया िाजूला   

  दुभागते. 
	 	 	 \	रेख AF िा G हा मधयचिंदू आहे. 
	 	 	 \	AG = GF
   िरंतु AG = 2 GD

     \ AG
GD

 = 1
2  महिजेि AG = GD = 2 ः 1

qqq

आकृती 5.46

G

A

E

B

F

CD
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6 वतु्मळ

शेजारचया आकृतीतील P केंद्र असलेलया रतु्वळािे चनरीक्ि 
करा. या आकृतीररून खालील सारिी िूि्व करा. 

आकृती 6.1

AP

B
C

D

•	 रतु्वळ
•	 रतु्वळाचया जीरेिे गिुधम्व

•	 अंतर्वतु्वळ
•	 िरररतु्वळ

--- रेख PA --- --- --- --- ÐCPA
जीरा --- वयास चत्रजया केंद्र केंद्रीय कोन ---

आकृती 6.2

प्रतलातील वतु्मळे

•	चत्रजया समान •	केंद्र एक र
    चत्रजया चभन्न

•	केंद्र चभन्न, चत्रजया चभन्न 
र सामाईक चिंदू एकि

•	केंद्र चभन्न, चत्रजया चभन्न 
र सामाईक चिंदू दोन

एककेंद्री रतु्वळे दोन चिंदूत छेदिारी रतु्वळेएकरूि रतु्वळे एकाि चिंदूत छेदिारी रतु्वळे

वतु्मळ (Circle) 

चिंदंूचया सिंाचया रूिात या रतु्वळािे रि्वन करू.
l	प्रतलातील एका ष्स्र चिंदिूासून समान अंतरारर असिाऱया सर्व चिंदूंचया संिाला वतु्मळ (Circle) महितात. 

तया ष्स्र चिंदूला रतु्वळािा केंद्रमबंदू चकंरा वतु्मळकेंद्र (Centre of a circle) महितात. 
वतु्मळासंबंधी काही संज्ा
l रतु्वळकेंद्र आचि रतु्वळाररील कोिताही चिंदू जोडिाऱया रेषाखंडाला रतु्वळािी मरिजया (radius) महितात.
l रतु्वळकेंद्र आचि रतु्वळािा कोिताही चिंदू यांमधील अंतरालाही रतु्वळािी मरिजया महितात. 
l	रतु्वळाररील कोितेही दोन चिंदू जोडिाऱया रेषाखंडाला रतु्वळािी  जीवा (Chord) महितात.
l	रतु्वळाचया केंद्रातून जािाऱया जीरेला तया रतु्वळािा वयास (Diameter) महितात. 
 वयास ही रतु्वळािी सरा्वत मोठी जीरा असते.

जाणून घेऊया.

जरा आठवूया.

चला, मिकूया.
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या चनरीक्िांररून लक्ात येिारा गुिधम्व चलहा. या गुिधमा्विी चसद्धता िाहू. 
प्रिेय ः रतु्वळाचया केंद्रातून जीरेरर काढलेला लंि जीरेला दुभागतो.
पक्  ः O केंद्र असलेलया रतु्वळािी रेख AB ही जीरा आहे. 
   रेख OP ^ जीरा AB
साधय  ः रेख AP @  रेख BP
मसद् धता ः रेख OA र रेख OB काढा.
   D OPA र D OPB मधये
   ÐOPA @	ÐOPB . . . . . . . . . . . रेख OP ^ जीरा AB,
   रेख OP @	रेख OP . . . . . . . . . . . . सामाईक भुजा
   कि्व OA @	कि्व OB . . . . . . . . . . . एकाि रतु्वळाचया चत्रजया
   \	D	OPA @	D	OPB . . . . . . . . . कि्व भुजा प्रमेय
    रेख PA @	रेख PB . . . . . . . . . . . . एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा

 
कृती II ः गटातील प्रतयेक चरद्यारया्वने खालील कृती करारी. 
 आिािलया रहीत एक रतु्वळ काढा. तयात एक जीरा काढा. 
 जीरेिा मधय शोधा. तो मधयचिंदू र रतु्वळकेंद्र जोडिारा रेषाखंड काढा. 
 या रेषाखंडाने जीरेशी केलेले कोन मोजा. 
 काय आढळते?
 तुमही मोजलेलया कोनांिी मािे एकमेकांना सांगा. 
 याररून कोिता गुिधम्व लक्ात येतो, ते ठररा. 

चरद्या्वी
लांिी

O

A P B

आकृती 6.3

O

P BA

आकृती 6.4

आकृती 6.5

वतु्मळाचया जीवेचे गुणधि्म (Properties of chord)

 कृती I ः गटातील प्रतयेक चरद्यारयाांने खालील कृती करारी. 
आिािलया रहीत एक रतु्वळ काढा. तयात एक जीरा काढा. 
रतु्वळ केंद्रातून जीरेरर लंि टाका. जीरेिे जे दोन भाग 
झाले आहेत. तयांिी लािंी मोजा. 
गटप्रमुखाने खालीलप्रमािे एक सारिी तयार करारी. 
तया सारिीत सराांिी चनरीक्िे नोंदरारी. 

1 2 3 4 5 6

l (AP) ...... सेमी
l (PB) ...... सेमी
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प्रिेय  ः रतु्वळािा केंद्र र जीरेिा मधय यांना जोडिारा रेषाखंड जीरेस लंि असतो.
पक् ः O केंद्र असलेलया रतु्वळािी रेख AB ही जीरा आहे. 
  जीरा AB िा P हा मधयचिंदू आहे, महिजेि रेख AP @ रेख PB
साधय ः रेख OP ^ जीरा AB
मसद् धता ः रेख OA र रेख OB काढा.
  D AOP र D BOP मधये
  रेख OA @	रेख OB . . . . . . . . . . . .  (एकाि रतु्वळाचया चत्रजया)
  रेख OP @	रेख OP. . . . . . . . . . . . . (सामाईक भुजा)
  रेख AP @	रेख BP . . . . . . . . . . . . . (िक्)
  \	D	AOP @	D	BOP . . . . . . . . . (िािािा कसोटी)
  \	ÐOPA @	ÐOPB . . . . . . . . .  (एकरूि चत्रकोिािे संगत कोन) . . . .(I)
  आता ÐOPA + ÐOPB = 180° . . . (रेषीय जोडीतील कोन)
  ÐOPB  + ÐOPB = 180° . . . . . . (I) (ररून)
             2  ÐOPB = 180°
        ÐOPB = 90°
  \	रेख OP ^ जीरा AB

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) एका रतु्वळािी चत्रजया 5 सेमी आहे. तया रतु्वळाचया एका जीरेिी लांिी 8 सेमी आहे तर तया जीरेिे रतु्वळ
  केंद्रािासूनिे अंतर काढा.
उकल ः      प्र्म चदलेली माचहती दश्वरिारी आकृती काढू.
      समजा, O केंद्र असलेलया रतु्वळात जीरा PQ िी लांिी 8 सेमी   

     आहे.
      रेख OM ^	जीरा PQ काढला.

       

 आिलयाला माहीत आहे की रतु्वळकेंद्रातून जीरेरर टाकलेला लंि जीरेला दुभागतो. 
	 \	PM = MQ = 4 सेमी 
 रतु्वळािी चत्रजया 5 सेमी महिजे OQ = 5 सेमी हे चदले आहे. 
 काटकोन D OMQ मधये िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून
 OM2 + MQ2 = OQ2

 OM2 + 42 = 52

 \  OM2 = 52 - 42 = 25 - 16 = 9 = 32

  \   OM = 3
 महिजे रतु्वळकेंद्रािासून जीरेिे अंतर 3 सेमी आहे.

O

PA B

आकृती 6.6

O

MP Q

आकृती 6.7
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5. आकृती 6.9 मधये केंद्र O असलेली दोन रतु्वळे आहेत. 
मोठ्ा रतु्वळािी AB ही जीरा लहान रतु्वळाला चिंदू P र 
Q मधये छेदते. तर चसद्ध करा ः AP = BQ

6. चसद्ध करा की, रतु्वळािा वयास जर रतु्वळाचया दोन जीरांना 
दुभागत असेल तर तया जीरा िरसिरांना समांतर असतात. 

  कृती I 
 (1) सोईचया चत्रजयेिी रतु्वळे काढा.   (2) प्रतयेक रतु्वळात समान लांिीचया दोन जीरा काढा.
 (3) रतु्वळकेंद्रातून प्रतयेक जीरेरर लंि काढा.  (4) रतु्वळकेंद्रािासून प्रतयेक जीरेिे अंतर मोजा.

उदा (2) एका रतु्वळािी चत्रजया 20 सेमी आहे. ह्या रतु्वळािी एक जीरा रतु्वळाचया केंद्रािासून 12 सेमी अंतरारर  
 आहे, तर तया जीरेिी लांिी ठररा.
उकल ः समजा रतु्वळािे केंद्र O आहे. चत्रजया = OD = 20 सेमी जीरा CD केंद्र O  िासून 12 सेमी अंतरारर  
 आहेे. रेख OP ^ रेख CD
 \	OP = 12 सेमी
          \	CP = PD ...... रतु्वळकेंद्रातून जीरेरर 
          टाकलेला लिं जीरेला दुभागतो.
 काटकोन D OPD मधये िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून
   OP2 + PD2 = OD2

 (12)2 + PD2 = 202

       PD2 = 202 - 122 
       PD2 = (20+12) (20-12)
     = 32 ´ 8 = 256
 \ PD = 16  \	CP = 16
 CD = CP + PD = 16 + 16 = 32
 \	जीरेिी लािंी 32 सेमी आहे. 

	सरावसंच  6.1

1.  रतु्वळकेंद्र O िासून जीरा AB िे अंतर 8 सेमी आहे. जीरा AB िी लांिी 12 सेमी आहे, तर रतु्वळािा वयास
 काढा.
2.  एका रतु्वळािा वयास 26 सेमी असून जीरेिी लांिी 24 सेमी आहे, तर तया जीरेिे केंद्रािासूनिे अंतर काढा.
3. रतु्वळाचया केंद्रािासून जीरेिे अंतर 30 सेमी असून रतु्वळािी चत्रजया 34 सेमी आहे, तर जीरेिी लांिी काढा.
4. O केंद्र असलेलया रतु्वळािी चत्रजया 41 सेमी आहे. रतु्वळािी जीरा PQ िी लांिी 80 सेमी आहे, तर जीरा 

PQ िे केंद्रािासूनिे अंतर काढा.

आकृती 6.8

O

P DC

आकृती 6.9

O

PA Q B
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आकृती 6.10

O

B

C

A P

D

Q

जाणून घेऊया.

  वतु्मळाचया एकरूप जीवा व तयाचंे केंद्रापासूनचे अंतर यांसंबंधीचे गुणधि्म

   कृती II

T

A

M

B

N

PO

M

L

              आकृती (i)      आकृती (ii)        आकृती (iii)

आकृती (i)मधये OL = OM, आकृती (ii) मधये PN = PT, आकृती (iii) मधये MA = MB असे 
आढळले का ? या कृतीतून लक्ात येिारा गुिधम्व शबदातं चलहा.

जाणून घेऊया.

  एकरूप जीवांचे गुणधि्म (Properties of congruent chords)

प्रिेय ः एकाि रतु्वळातील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रािासून समान अंतरारर असतात.
पक् ः O केंद्र असलेलया रतु्वळात 
  जीरा AB @ जीरा CD
  OP ^ AB, OQ ^ CD
साधय ः OP = OQ
रचना ः रेख OA र रेख OD जोडा.

मसद् धता ः AP = 1
2

 AB, DQ = 
1
2  CD . . . रतु्वळकेंद्रातून जीरेरर टाकलेला लंि जीरेला दुभागतो.

  AB = CD . . . . . . . . . . . . . . . . िक्
  \	AP = DQ 
  \	रेख AP @ रेख DQ . . . . . . . . .  (I) . . . समान लािंीिे रेषाखंड
  काटकोन D	APO आचि काटकोन D	DQO मधये
  रेख AP @ रेख DQ . . . . . . . . . . .  (I) ररून
  कि्व OA @ कि्व OD . . . . . . . . . .  एकाि रतु्वळाचया चत्रजया
  \	D	APO @	D DQO . . . . . . .  कि्वभुजा प्रमेय
 रेख OP @	रेख OQ . . . . . . . . . . . एकरूि चत्रकोिाचया संगतभुजा
 \	OP = OQ . . . . . . . . . . . . .  एकरूि रेषाखंडांिी लांिी समान 
 रतु्वळातील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रािासून समान अंतरारर असतात. 
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प्रिेय ः एकाि रतु्वळातील केंद्रािासून समान अंतरारर असिाऱया जीरा एकरूि असतात. 
पक् ः O केंद्र असलेलया रतु्वळात
  रेख OP ^ जीरा AB
  रेख OQ ^ जीरा CD
  आचि OP = OQ
साधय ः जीराAB @ जीरा CD
रचना ः रेख OA र रेख OD काढा.
मसद्धता ः खालील चरधानांसाठी गाळलेलया जागा भरा.
  काटकोन D	OPA र काटकोन D	OQD मधये 
  कि्व OA @ कि्व OD . . . . . . . 
  रेख OP @	रेख OQ . . . . . . . . िक्
  \	D	OPA @ D	OQD . . . . . . . 
  \	रेख AP @	रेख QD . . . . . . . . एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा
  \	AP = QD . . . . . . . . . . . . . (I)
  िरंतु AP = 1

2
 AB,   OQ = 1

2
 CD . . . . . 

  \	AP = QD . . . . . . . . . .  चरधान (I) ररून
  \	AB = CD
  \	रेख AB @	रेख CD  
  ररील दोनही प्रमेये एकमेकांिे वयतयास आहेत हे जािून घया. 

हे लक्ात ठेवूया.

एका रतु्वळातील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रािासून समान अंतरारर असतात.

 
 कृती ः   ररील दोनही प्रमेये एकाि रतु्वळाऐरजी एकरूि रतु्वळे घेऊन चसद्ध करता येतात.
 1. एकरूि रतु्वळांतील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रांिासून समान अंतरारर असतात.
 2. एकरूि रतु्वळांत रतु्वळकेंद्रांिासून समान अंतरारर असिाऱया जीरा एकरूि असतात.
  या दोनही प्रमेयांसाठी िक्, साधय, चसद्धता चलहा.

सोडवलेले उदाहरण
उदा.   चदलेलया आकृती 6.12 मधये चिंदू O हा रतु्वळािा केंद्रचिंदू असून  
 AB = CD आहे. जर OP = 4 सेमी तर OQ िी लांिी काढा.

उकल ः O केंद्र असलेलया रतु्वळात 
 जीरा AB @	जीरा CD चदले अाहे. 

Q

O

D

B

C

AP

आकृती 6.11

O

D
C

B
A

Q

P

आकृती 6.12
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आकृती 6.13

A

B C

P

Q

R

I

D	ABC चया चतनही कोनांिे दुभाजक I  या चिंदूत चमळालेले 
आहेत.

कोनदुभाजकाचया I या संिात चिंदूमधून चत्रकोिाचया 
चतनही भुजांरर लंि काढले आहेत.

IP ^	AB,     IQ ^ BC,    IR ^ AC
कोन दुभाजकांररील प्रतयेक चिंदू कोनाचया दोनही 

भुजांिासून समान अंतरारर असतो हे आिि अभयासले आहे.

ÐB चया दुभाजकारर  I हा चिंदू आहे महिून  IP = IQ. 
ÐC चया दुभाजकारर I हा चिंदू आहे महिून IQ = IR

IP = IQ= IR
 	 चिंदू I हा चत्रकोिाचया चतनही भुजांिासून महिजेि AB, AC, BC िासून समदूर आहे.
 \चिंदू I हा केंद्र मानून र IP ही चत्रजया घेऊन काढलेलेे रतु्वळ िाजू AB, AC र BC यांना आतून सिश्व 

करेल. अशा रतु्वळाला चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ महितात. 

 OP ^ AB, OQ ^	CD 
 OP = 4 सेमी आहे. महिजे जीरा AB िे O या रतु्वळ केंद्रािासूनिे अंतर 4 सेमी आहे.
 आिलयाला माहीत आहे की एकाि रतु्वळातील एकरूि जीरा केंद्रािासून समान अंतरारर असतात.
 \		OQ = 4 सेमी 

सरावसंच  6.2

1. एका रतु्वळािी चत्रजया 10 सेमी आहे. तया रतु्वळात प्रतयेकी 16 सेमी लांिीचया दोन जीरा आहेत, तर तया जीरा 
 रतु्वळकेंद्रािासून चकती अंतरारर असतील ?
2. एका रतु्वळात दोन समान लािंीचया जीरा आहेत. केंद्रािासून तया 5 सेमी अंतरारर असून रतु्वळािी चत्रजया 

13 सेमी आहे तर तया जीरािंी लािंी काढा.
3. केंद्र C असलेलया रतु्वळाचया रेख PM आचि रेख PN ह्या एकरूि जीरा आहेत, तर चकरि PC हा  

ÐNPM िा दुभाजक आहे. हे चसद्ध करा.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आिि चरचरध चत्रकोि काढून तयांिे कोनदुभाजक एकसंिाती असतात या  गिुधमा्विा 
िडताळा घेतला आहे. चत्रकोिाचया कोनांचया दुभाजकांिा सिंातचिंदू ‘I’ या अक्राने दश्वचरतात, हे आिलयाला  
माहीत आहे.

जाणून घेऊया.

  मरिकोणाचे अंतव्मतु्मळ (Incircle of a triangle)
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D	 PQR चया िाजूंिे लंिदुभाजक C या चिंदूत 
चमळाले  आहेत. महिून C हा लंिदुभाजकािंा सिंातचिंदू 
आहे.

जाणून घेऊया.

  मरिकोणाचे अंतव्मतु्मळ काढणे (To construct incircle of a triangle) 

उदा. D	PQR असा काढा की, PQ = 6 सेमी, ÐQ = 35°, 
 QR = 5.5 सेमी  D	PQR िे अंतर्वतु्वळ काढा.

 प्र्म कच्ी आकृती काढा र चदलेली माचहती तयात दाखरा. 

रचनेचया पायऱया ः

 (1)	D	PQR हा चदलेलया मािािा चत्रकोि काढा.

 (2)	कोितयाही दोन कोनांिे दुभाजक काढा.

 (3)	कोनदुभाजकांचया छेदन चिंदूला I नार द्या.

 (4) चिंदू I मधून िाजू PQ रर IM  हा लंि काढा. 

 (5)	IM ही चत्रजया र I हे केंद्र घेऊन रतु्वळ काढा.

हे लक्ात ठेवूया.

चत्रकोिाचया चतनही िाजूंना सिश्व करिाऱया रतु्वळाला चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ महितात 
आचि तया रतु्वळाचया केंद्राला अंतर्वतु्वळकेंद्र चकंरा अंतम्वधय चकंरा अंतककेंद्र असे महितात.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आिि चत्रकोिाचया िाजूंिे लंिदुभाजक एकसिंाती असतात या गिुधमा्विा िडताळा 
चरचरध चत्रकोि काढून घेतला आहे. चत्रकोिाचया िाजूंचया लिंदुभाजकािंा संिातचिंदू C या अक्राने दाखरतात.

जाणून घेऊया.

R

P

Q

C

आकृती 6.16

R

P 6 सेमी

5.5सेमी

Q

I

M
35°

कच्ीआकृती 6.14
R

P 6 सेमी

5.5 सेमी

Q

I

M
35°

आकृती 6.15
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आकृती 6.17

E

C

F

D
60° 70°

कच्ीआकृती 

रचनेचया पायऱया ः
(1) चदलेलया मािािा चत्रकोि DEF काढा. 
(2)	कोितयाही दोन भुजािंे लंिदुभाजक काढा.
(3) ते लंिदुभाजक जे्े चमळतील तया चिंदूला C नार 
      द्या.
(4)	रेख CF काढा. 
(5)	CF ही चत्रजया र C हे केंद्र घेऊन रतु्वळ काढा.आकृती 6.18

E

C

F

D
60° 70°

4.2 सेमी

 

 

  मरिकोणाचे पररवतु्मळ (Circumcircle)

 चिंदू C हा चत्रकोि PQR चया चतनही िाजूंचया लंिदुभाजकाररिा चिंदू आहे. PC, QC, RC जोडा. 
रेषाखंडाचया लिंदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तया रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंिासून समान अंतरारर असतो. हे आिि 
अभयासले आहे.
 चिंदू C हा रेख PQ चया लंिदुभाजकारर आहे. \	PC = QC . . . . . . I
 चिंदू C हा रेख QR चया लंिदुभाजकारर आहे. \	QC = RC . . . . . . II 
 \	PC = QC = RC . . . . . चरधान I र II ररून
 \	C चिंदू केंद्र घेऊन र PC ही चत्रजया घेऊन काढलेले रतु्वळ या चत्रकोिाचया तीनही चशरोचिंदूंतून जाईल.  
 अशा रतु्वळाला चत्रकोिािे िरररतु्वळ महितात.

हे लक्ात ठेवूया.

चत्रकोिाचया सर्व चशरोचिंदूंतून जािाऱया रतु्वळाला चत्रकोिािे िरररतु्वळ महितात.
आचि तया रतु्वळाचया केंद्राला िररकेंद्र असे महितात.

जाणून घेऊया.

  मरिकाणाचे पररवतु्मळ काढणे
उदा. D	DEF मधये DE = 4.2 सेमी, ÐD = 60°, ÐE = 70° तर D	DEF काढा र तयािे िरररतु्वळ काढा.

 प्र्म कच्ी आकृती काढा. तयात चदलेली माचहती चलहा. 
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•	 चत्रकािेािे अंतर्वतु्वळ चत्रकोिाचया सर्व िाजूंना 
 आतून सिश्व करते.
•	 चत्रकािेािे अंतर्वतु्वळ काढणयासाठी चत्रकोिाचया 
 कोितयाही दोन कोनांिे दुभाजक काढारे लागतात.
•	 चत्रकोिािे िरररतु्वळ चत्रकोिाचया चतनही चशरोचिंदूतून 
 जाते.
•	 चत्रकाेिािे िरररतु्वळ काढणयासाठी तयाचया 
 कोितयाही दोन िाजूंिे लंिदुभाजक काढारे 
 लागतात.

•	 लघुकोन चत्रकाेिािे िररकेंद्र चत्रकोिाचया आत 
 असते.
•	 काटकोन चत्रकािािे िररकेंद्र किा्विा मधयचिंदू 
 असतो.
•	 चरशालकोन चत्रकोिािे िररकेंद्र चत्रकाेिाचया िाहेर 
 असते.
• कोितयाही चत्रकोिािा अंतम्वधय चत्रकोिाचया 
 अंतभा्वगात असतो. 

कृती ः कोिताही एक समभुज चत्रकोि काढून तयािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढा. 
  ररील कृती करत असताना तुमहालंा खालील िाितींत काय आढळले? 
(1)  चत्रकोिािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढताना तयािे कोनदुभाजक आचि िाजूंिे लंिदुभाजक हे एकि आले  
 का? 
(2)  िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ यािंे केंद्र एकि आहे का? तसे असलयास तयािे कारि काय असारे?
(3)  िरररतु्वळािी चत्रजया र अंतर्वतु्वळािी चत्रजया मोजून तयांिे गुिोततर काढा. 

  कृती 
 चरचरध मािांिे र चरचरध प्रकारिे चत्रकोि काढा. तयांिी अंतर्वतु्वळे र िरररतु्वळे काढा.

  आिले चनरीक्ि खालील सारिीत नोंदरा र ििा्व करा.

चत्रकोिािा प्रकार समभुज चत्रकाेि समद ्चरभुज चत्रकोि चरषमभुज चत्रकोि

अंतर्वतु्वळाचया केंद्रािे 
स्ान

चत्रकाेिाचया आत चत्रकािेाचया आत चत्रकाेिाचया आत

िरररतु्वळाचया केंद्रािे 
स्ान

चत्रकोिाचया आत
चत्रकोिाचया आत चकंरा 
िाहेर चकंरा चत्रकोिारर

चत्रकोिािा प्रकार लघुकोन चत्रकािे काटकोन चत्रकोि चरशालकोन चत्रकोि

अंतर्वतु्वळाचया केंद्रािे स्ान

िरररतु्वळाचया केंद्रािे स्ान किा्वचया मधयारर

हे लक्ात ठेवूया.
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हे लक्ात ठेवूया.

•  समभुज चत्रकोिािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढताना तयािे कोनदुभाजक आचि िाजूंिे लिंदुभाजक हे एकि 
येतात. 

•  समभुज चत्रकोिािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ यांिे केंद्र एकि येते. 
•  समभुज चत्रकोेिाचया िरररतु्वळाचया चत्रजयेिे अंतर्वतु्वळाचया चत्रजयेशी गुिोततर 2 ः 1 असते. 

सरावसंच  6.3

1. D	ABC असा काढा की, ÐB =100°, BC = 6.4 सेमी ÐC = 50°. या चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ काढा.
2. D	PQR असा काढा की, ÐP = 70°, ÐR = 50°, QR = 7.3 सेमी. या चत्रकोिािे िरररतु्वळ काढा.
3. D	XYZ असा काढा की, XY = 6.7 सेमी, YZ = 5.8 सेमी, XZ = 6.9 सेमी. या चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ 
 काढा.
4. D	LMN मधये, LM = 7.2 सेमी, ÐM = 105°, MN = 6.4 सेमी. तर चत्रकाेि LMN काढा र तयािे 

िरररतु्वळ काढा.
5. D	DEF काढा. DE = EF = 6 सेमी ÐF = 45°. या चत्रकोिािे िरररतु्वळ काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 6

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरािंैकी अिूक िया्वय चनरडा.   
 (i) एका रतु्वळािी चत्रजया 10 सेमी असून तयाचया एका जीरेिे केंद्रािासूनिे अंतर 6 सेमी आहे, तर तया 

जीरेिी लािंी चकती? 
  (A) 16 सेमी  (B) 8 सेमी (C) 12 सेमी (D) 32 सेमी
 (ii) चत्रकोिाचया चतनही कोनांिे दुभाजक एकसंिाती असतात. तया संिात चिंदूला काय महितात?
  (A) मधयगासंिात    (B) िररकेंद्र  (C) अंतककेंद्र  (D)लंिसंिात
 (iii) चत्रकोिाचया सर्व चशरोचिंदूंतून जािाऱया रतु्वळाला काय महितात? 
   (A) िरररतु्वळ      (B) अंतर्वतु्वळ      (C) एकरूि रतु्वळ      (D) एककेंद्री रतु्वळ
 (iv) एका रतु्वळािी जीरा 24 सेमी लािंीिी असून चतिे केंद्रािासून अंतर 5 सेमी असेल तर तया रतु्वळािी   

  चत्रजया चकती असेल ?
   (A) 12 सेमी  (B) 13 सेमी  (C) 14 सेमी (D) 15 सेमी
 (v) 2.9 सेमी चत्रजया असिाऱया रतु्वळात जासतीत जासत चकती लांिीिी जीरा असू शकते? 
    (A) 3.5 सेमी  (B) 7 सेमी  (C) 10 सेमी (D) 5.8 सेमी
 (vi) एका रतु्वळािी चत्रजया 4 सेमी आहे. O हा रतु्वळािा केंद्रचिंदू आहे. l(OP) = 4.2 सेमी असलयास  

 चिंदू ‘P’ िे स्ान कुठे असेल ?
   (A) केंद्रचिंदरूर    (B) रतु्वळाचया अंतभा्वगात    (C) रतु्वळाचया िाह्यभागात    (D) रतु्वळारर
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 (vii) एका रतु्वळात समांतर असिाऱया जीरांिी लांिी 6 सेमी र 8 सेमी आहे. तया रतु्वळािी चत्रजया  
5 सेमी असलयास तया जीरांमधील अंतर चकती? 

  (A) 2 सेमी   (B) 1 सेमी  (C) 8 सेमी (D) 7 सेमी
2. समभुज D DSP मधये DS = 7.5 सेमी तर D DSP िे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढा. िरररतु्वळ र 
 अंतर्वतु्वळ यांचया चत्रजया मोजून चलहा. िरररतु्वळाचया चत्रजयेिे अंंतर्वतु्वळाचया चत्रजयेशी गुिोततर काढा.

3. D	NTS मधये NT = 5.7 सेमी, TS = 7.5 सेमी आचि ÐNTS = 110° आहे तर D	NTS काढून तयािे 
िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढा.

4. आकृती 6.19 मधये C हे रतु्वळािे केंद्र आहे. रेख QT 
 हा वयास आहे.CT = 13, CP = 5 असेल तर 
 जीरा RS काढा.

5. आकृती 6.20 मधये P हे रतु्वळािे केंद्र आहे. 
 जीरा AB आचि जीरा CD वयासारर चिंदू E मधये 
 छेदतात. 
  जर ÐAEP @ ÐDEP 
 तर चसद् ध करा, की AB = CD.

6. आकृती 6.21 मधये O केंद्र असलेलया रतु्वळािा 
 CD हा वयास र AB ही जीरा आहे. वयास CD 
 हा जीरा AB ला E चिंदूिाशी लिं आहे, 
 तर दाखरा की D	ABC हा समद् चरभुज चत्रकोि आहे.

 Geogebra software चया मदतीने चरचरध रतु्वळे काढून तयामधय ेजीरा वयास यािंे गुिधम्व 
प्रातयचक्काद्ारे अनुभरा. िरररतु्वळ, अंतर्वतु्वळ काढा. Move option िा उियोग करून मूळ 
चत्रकोिािे आकार िदलून अंतककेंद्र, िररकेंद्र यािंे स्ान कसे िदलते हे प्रातयचक्काद्ारे अनुभरा.
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7 मनददेिक भूमिती

एका इमारतीसमोरील िटांगिात चिंटू र 
तयािे चमत्र चक्केट खेळत होते. एक आजोिा ते् े 
आले.
आजोबा ः अरे चिंटू, दतताभाऊ याि सोसायटीत 
  राहतात ना ?
मचंटू ः हो, ये्ेि राहतात. दुसऱया मजलयारर 
  तयांिे घर आहे. ये्ून ती ष्खडकी  
  चदसते ना, ते्े.
आजोबा ः अरे, दुसऱया मजलयारर मला िाि  
  ष्खडकया चदसत आहेत. नक्ी घर  
  कोिते ?
मचंटू ः दुसऱया मजलयारर डारीकडून चतसरी  
  ष्खडकी तयांिी. 

  अक्, आंरभमबंदू व चरण (Axes, origin, quadrants)

दतताभाऊंचया घरािे स्ान दोन क्मरािक संखयांनी नेमकेििाने सांगता आले. तसिे एकमेकींना लंि असिाऱया 
दोन रेषािंासूनचया अंतरांनी प्रतलातील एखाद्या चिंदिूे स्ान नेमकिेिाने सांगता येते. 

एखाद्या चिंदूिे प्रतलातील स्ान सांगणयासाठी, तयाि प्रतलात सोयीचया चठकािी एक आडरी संखयारेषा 
काढतात. या संखयारेषेला X- अक् महितात.

चिंटूने केलेले दतताभाऊंचया घराचया स्ानािे रि्वन महिजेि चनददेशक भूचमतीतील मूळ संकलिना आहे.
घरािे स्ान नेमके समजणयासाठी  नुसता मजलयािा क्मांक सांगून िुरेसा नाही तर डारीकडून चकंरा उजरीकडून 

चकतरे घर हेही सांगारे लागले. महिजे क्माने दोन संखया सांगावया लागलया. जचमनीिासून दुसरा मजला र डारीकडून 
मतसरी ष्खडकी. अशा दोन क्रिवाचक संखया रािरावया लागलया.

•	 अक्, आरंभचिंदू र िरि
•	 चिंदूिे प्रतलातील चनददेशक
•	 चिंदू स्ािन करिे

•	 X-अक्ाला समांतर रेषा
•	 Y-अक्ाला समांतर रेषा
•	 रेषेिे समीकरि

जाणून घेऊया.

चला, मिकूया.
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 X-अक्ाररील 0 हा चनददेशक असलेलया चिंदूतून 
X-अक्ाला लिं असिारी दुसरी रेषा महिजे Y-अक्  
होय. सामानयििे दोनही संखयारेषारंरील 0 ही संखया 
एकाि चिंदूने दश्वरली जाते तया चिंदूला आरंभचिंदू 
(Origin)  महितात. तो ‘O’ या इगं्जी अक्राने 
दाखचरतात. 

 X-अक्ारर O चया उजरीकडे धन संखया तर 
डारीकडे ऋि संखया दाखरतात. 

Y-अक्ारर O चया ररचया िाजूला धन संखया र 
खालचया िाजूला ऋि संखया दाखरतात.

X आचि Y अक्ांमुळे प्रतलािे िार चरभाग 
होतात. तया प्रतयेक चरभागाला चरण असे महितात. या 
िरिांमधये अक्ांररील चिंदू समाचरटि केले जात नाहीत. 
आकृतीत दाखरलयाप्रमािे, घडाळाचया काट्ाचया 
चररुद्ध चदशेने िरिािंे क्मांक मानणयािा संकेत आहे.

रेने देकात्म (1596-1650)

सतरावया शतकातील फ्ेंि गचिती रेने देकात्व यांनी प्रतलातील चिंदूिे स्ान 
अिूकििे दश्वरणयासाठी ‘चनददेशक िद् धती’ सुिरली. या िद्धतीला ‘कातदेचशयन 
चनददेशक िद्धत’ असे महितात. देकात्व यांचया नाराररून हे नार चदले आहे. 
देकात्व यांनी प्र्मि भूचमती आचि िीजगचित यांमधील सहसंिंध प्रस्ाचित 
केलयामुळे गचितामधये क्ांती घडून आली.

कातदेचशयन चनददेशक िद ्धती ही चरशलेषक भूचमतीिा (Analytical 
Geometry) िाया आहे. ‘ला जटॉमेचटरिक’ हे रेने देकात्व यांिे िचहले िुसतक. 
या िुसतकात तयांनी भचूमतीचया अभयासासाठी िीजगचितािा रािर केला होता. 
प्रतलातील चिंदू रासतर संखयांचया क्चमत जोडीने दश्वरता येतात, हे तयांनी प्र्म या िुसतकात मांडले. या क्चमत 
जोडीला ‘कातदेचशयन चनददेशक’ महितात.

चनददेशक भूचमतीिा उियोग भौचतकशासत्र, अचभयांचत्रकी, नौकानयनशासत्र, भूकंिशासत्र आचि कला अशा 
चरचरध के्त्रातं केला जातो. तंत्रज्ञानाचया प्रगतीमधये चनददेशक भचूमती महत्रािी भूचमका िजारते. चजओजेब्रामधये 
भूचमती आचि िीजगचित यांमधील सहसिंंध सिटिििे चदसतो. Geometry आचि Algebra या शबदांररूनि 
Geogebra हे नार चदले आहे.

दुसरा िरि
II

िचहला िरि
I

चतसरा िरि
III

िौ्ा िरि
IV

X  अक्

Y  अक् 

O
1 2 3

1

2

3

-2

-1

-1-2-3

-3
आकृती 7.1

0
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उदा. सोितचया आकृतीत दाखरलेलया E, F, G, T 
 या चिंदूंिे चनददेशक चलहा.
उकल ः 

 •	चिंदू  E िे चनददेशक (2,1) आहेत. 

 •	चिंदू  F िे चनददेशक (-3,3) आहेत.

 •	चिंदू  G िे चनददेशक (-4,-2) आहेत.

 •	चिंदू  T िे चनददेशक (3,-1) आहेत.

चनददेशकािंा अंतरािा 2, 3 हा क्म चनष्शित होतो आचि चिंदू P िे स्ान संखयांचया (2, 3) या जोडीने 
्ोडकयात सांगता येते. 

चिंदू Q िासून X अक्ारर QS हा लिं काढला र Y अक्ारर QR हा लिं काढला. Q िा X अक्ाररील 
चनददेशक -3 आचि Y अक्ाररील चनददेशक 2 आहे महिून चिंदू Q िे चनददेशक (-3,2) आहेत.

X-अक् आचि Y-अक् यांनी चनष्शित झालेलया 
प्रतलात चिंदू P दाखरला आहे. तयािे स्ान 
तयाचया दोनही अक्ांिासूनचया अंतरांमुळे चनष्शित 
करता येते. तयासाठी रेख PM ^	 X-अक् आचि 
रेख PN ^ Y-अक् काढले.

M िा X अक्ाररील चनददेशक 2 आहे. N िा Y 
अक्ाररील चनददेशक 3 आहे. महिून P िा x चनददेशक 
2 आचि y चनददेशक 3 आहे.

चिंदूिंे स्ान सांगताना तयािा x चनददेशक प्र्म 
सांगारा असा संकेत आहे. या संकेतानुसार P चिंदूचया 

X¢ X

Y

Y¢

0
MO

P (2, 3)

Q (-3, 2)
N

1

-1
-1 1

2

-2

-2 2

3

-3

-3 3

4

-4

-4 4

आकृती 7.2

आकृती 7.3

X

Y

F

G
T

E

-4

-3

-2

-1
1

1

-1

2

-2

3

4

-4 2 3 4-3 0

•

•

  प्रतलातील मबंदूचे सहमनददेिक (Co-ordinates of a point in a plane)

S

R
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M चिंदूिा x चनददेशक महिजे M चिंदिूे Y 
अक्ािासूनिे अंतर होय. तया चिंदिूे X अक्ािासूनिे 
अंतर शूनय अाहे. महिून M िा y चनददेशक 0 आहे. 

याररून X अक्ाररील M चिंदूिे सह चनददेशक 
(3,0) असे आहेत. Y अक्ाररील N चिंदूिा y 
चनददेशक 4 आहे. कारि तो चिंदू X अक्ािासून 4 
अंतरारर आहे आचि चिंदू N िे Y अक्ािासूनिे 
अंतर शूनय आहे महिून तयािा y चनददेशक 0 अाहे.

याररून Y अक्ाररील N या चिंदूिे सह 
चनददेशक (0,4) असे आहेत.

आता ‘O’ हा आरंभचिंदू X आचि Y दोनही अक्ांरर आहे महिजे तया चिंदिूे X आचि Y या दाेनही अक्ांिासूनिे 
अंतर 0 आहे महिून ‘O’ िे चनददेशक (0,0) आहेत.  

याररून प्रतलातील प्रतयेक चिंदूशी चनददेशकांिी एक आचि एकि जोडी (क्चमत जोडी) चनगचडत असते.

उदा.  खालील चिंदू कोितया िरिात आहेत चकंरा कोितया अक्ारर आहेत ते आेळखा.
 A(5,7),  B(-6,4),  C(4,-7),  D(-8,-9),  P(-3,0),  Q(0,8)

उकल ः A(5,7) िा x चनददेशक धन आहे र y चनददेशक धन आहे. \	चिंदू A हा िचहलया िरिात अाहे.
 B(-6,4) िा x चनददेशक ऋि आहे र y चनददेशक धन आहे. \	चिंदू B हा दुसऱया िरिात अाहे.
 C(4,-7) िा x चनददेशक धन आहे र y चनददेशक ऋि आहे. \	चिंदू C हा िौरया िरिात अाहे.
 D(-8,-9) िा x चनददेशक ऋि आहे र y चनददेशक ऋि आहे. \	चिंदू D हा चतसऱया िरिात अाहे.

आकृती 7.4

X

Y

(1,0)
(0,-1)

(-1,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(-2,0)(-3,0)(-4,0)

(0,-2)

(0,-3)

(0,-4)

(2,0) (3,0) (4,0)
O

िरि III
(-,-)

िरि IV
(+,-)

िरि I
(+,+)

िरि II
(-,+)

N

M
(0,0)

• X -अक्ाररील प्रतयेक चिंदिूा y चनददेशक शूनय असतो.
• Y -अक्ाररील प्रतयेक चिंदूिा x चनददेशक शूनय असतो.
•	अारंभ चिंदूिे चनददेशक (0,0) असतात.

  अक्ांवरील मबंदूंचे मनददेिक (Co-ordinates of points on the axes)

जाणून घेऊया.

हे लक्ात ठेवूया.

•P
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समजा P (4,3) र Q (-2,2) हे चिंदू स्ािन 
करायिे आहेत.
मबंदू स्थापन करणयाचया पायऱया
(i) प्रतलात X-अक् र Y-अक् काढा. आरंभचिंदू  
 दाखरा.
(ii) P (4,3) हा चिंदू दाखरणयासाठी X अक्ाररील 
 4 ही संखया दाखरिाऱया चिंदूतून Y अक्ाला  
 समांतर रेषा काढा. 
 Y अक्ाररील 3 ही संखया दाखरिाऱया चिंदूतून  
 X अक्ाला समांतर रेषा काढा.

 कृती  शाळेचया मैदानारर िाजूचया आकृतीत दाखरलयाप्रमािे आडवया  र उभया रांगेत चरद्याच््वनींना िसरा  
 यामुळे X- अक् र Y- अक् तयार होतील. 

• रंगीत चठिकयाचंया  चठकािी िारही िरिांत 
 चरद्यारयाांना िसरा. 
•	 आता रेगरेगळ्ा चरद्यारयाांचया नाराचया  
 आद्याक्रािा उच्ार करून आकृतीत 
 दाखरलयाप्रमािे उभे करा र तयांिे चनददेशक 
 तयानंा चरिारा. उदा. राजेंद्र (2, 2) र  
 कीतवी (-1, 0)
•	 अशाप्रकारे मैदानातील या कृतीने प्रतलातील   
 चिंदूिे स्ान गमतीने सहज सिटि होईल.

K

R

आकृती 7.5

आकृती 7.6

-3

-2

-1
1

1

-1-2 2

2

3 4

3

4

0 X

Y

P (4,3)

Q (-2,2)
•

•

 P(-3,0) िा y चनददेशक शूनय आहे. \	चिंदू P हा X अक्ारर अाहे.
 Q(0,8) िा x चनददेशक शूनय आहे. \	चिंदू Q हा Y अक्ारर अाहे.

जाणून घेऊया.

   मदलेलया मनददेिकांिी मनगमडत मबंदू स्थापन करणे (To plot the points with given co-ordinates)
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चनददेशक िरि / अक्

(i) (5,3) िरि I

(ii) (-2,4) िरि II

(iii) (2,-5) िरि IV

(iv) (0,4) Y अक्

(v) (-3,0) X अक्

सरावसंच  7.1

1. खाली चदलेले चिंदू तयांचया सहचनददेशकांररून कोितया िरिात चकंरा कोितया अक्ारर आहेत ते चलहा.
 •	A(-3,2), •	B(-5,-2), •	K(3.5,1.5), •	D(2,10), 
 •	E(37,35), •	F(15,-18), •	G(3,-7), •	H(0,-5), 
 •	M(12,0), •	N(0,9), •	P(0,2.5), •	Q(-7,-3)

2. खालील चिंदू कोितया िरिात असतील ?
 (i) जयांिे दोनही चनददेशक धन आहेत.     (ii) जयांिे दोनही चनददेशक ऋि आहेत.
 (iii) जयांिा x चनददेशक धन र y चनददेशक ऋि आहे.   (iv) जयांिा x चनददेशक ऋि र y चनददेशक धन आहे.

3. प्रतलात चनददेशक िद् धती चनष्शित करा र खालील चिंदू स्ािन करा.
 L(-2,4),    M(5,6),    N(-3,-4),    P(2,-3),    Q(6,-5),    S(7,0),    T(0,-5)

चनददेशक िरि / अक्

(vi) (-2, -2.5) िरि III

(vii) (5,3.5) िरि I

(viii) (-3.5,1.5) िरि II

(ix) (0, -4) Y अक्

(x) (2,-4 ) िरि IV

(iii) या दोन समांतर रेषांिा छेदनचिंदू महिजेि P (4,3) हा चिंदू होय. हा चिंदू कोितया िरिात आहे ?   
 चनरीक्ि करा.
(iv) तयािप्रमािे Q (-2,2) हा चिंदू स्ािन करा. हा चिंदू दुसऱया िरिात आला का ? याि चनददेशक िद् धतीरर  
 R(-3,-4), S(3,-1) हे चिंदू स्ािन करा.

उदा. खालील चिंदू कोितया िरिात चकंरा अक्ारर आहेत ते चलहा.
 (i) (5,3) (ii) (-2,4) (iii) (2,-5) (iv) (0,4)
 (v) (-3,0) (vi) (-2,2.5) (vii) (5,3.5) (viii) (-3.5,1.5) 
 (ix) (0, -4) (x) (2,-4 )
उकल ः  
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• चिंदूंचया सहचनददेशकांिे चनरीक्ि करा.
• सर्व चिंदूंिा y चनददेशक समान आहे हे लक्ात 

आले का ?
• सर्व चिंदू एकरेषीय अाहेत.
• ही रेषा कोितया अक्ाला समांतर आहे ?
• रेषा DA ररील प्रतयेक चिंदूिा y चनददेशक 

समान महिजे 4 आहे. तो ष्स्र आहे. महिून 
रेषा DA िे रि्वन y = 4 या समीकरिाने 
करतात. कोितयाही चिंदूिा y चनददेशक 4 
असेल तर तो चिंदू तया रेषरेर महिजे रेषा DA 
रर असेल.

 X अक्ाला 4 एकक अंतरारर समांतर 
असलेलया रेषेिे समीकरि y = 4 आहे. 

चला, चचा्म करूया.

• X अक्ाला समांतर र तयाचयािासून 6 एकक अंतरारर  X अक्ाचया खाली अशी रेषा काढता येईल का ?

• (-3,-6), (10,-6), ( 1
2

, -6) हे सर्व चिंदू तया रेषेरर असतील का ? 

• या रेषेिे समीकरि कोिते असेल ?

हे लक्ात ठेवूया.

 जर b > 0 असेल आचि y = b ही X अक्ाला समांतर असिारी (0, b) चिंदूतून जािारी रेषा काढली तर ती 
 रेषा X अक्ाला तयाचया ररचया िाजूला समांतर असेल आचि b < 0 असेल तर ती रेषा X अक्ाला तयाचया 

खालचया िाजूला समांतर असेल.

X अक्ाला समांतर असिाऱया रेषेिे समीकरि y = b या सररूिािे असते.

-4

-3

-2

-1
1

1

-1

2

-2

3

4

5

-4 20 3 4-3
X

Y

ABECD

आकृती 7.7

•
F

5

जाणून घेऊया.

  X -अक्ाला सिांतर रेषा (Lines parallel to X-axis)
• आलेख कागदारर खालील चिंदू स्ािन करा.
 A(5,4), B(2,4), C(-2,4), D(-4,4), E(0,4), F(3,4)
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-4
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2

-2

3

2 3-3-4

आकृती 7.8

• चिंदूंचया सहचनददेशकांिे चनरीक्ि करा.
• सर्व चिंदूंिा x चनददेशक समान आहे हे लक्ात आले 

का ?
• सर्व चिंदू एकरेषीय अाहेत का ?
• ही रेषा कोितया अक्ाला समांतर आहे ?
• रेषा PS ररील प्रतयेक चिंदूिा x चनददेशक समान 

महिजे -4 आहे. तो ष्स्र आहे. महिून रेषा PS 
िे रि्वन x = -4 या समीकरिाने करतात. जया 
चिंदूिा x चनददेशक -4 आहे तो प्रतयेक चिंदू रेषा PS 
रर असेल.

 Y अक्ाला तयाचया डारीकडे 4 एकक अंतरारर 
समांतर असलेलया रेषेिे समीकरि x = -4 आहे.  

जाणून घेऊया.

  Y-अक्ाला सिांतर रेषा (Lines parallel to Y-axis )
• आलेख कागदारर खालील चिंदू स्ािन करा.
 P(-4,3),      Q(-4,0),    R(-4,1), S(-4,-2),    T(-4,2),    U(-4,-3)

चला, चचा्म करूया.

• Y अक्ाला समांतर र तयाचयािासून 2 एकक अंतरारर उजरीकडे अशी रेषा काढता येईल का ?

• (2,10), (2,8), (2, - 1
2

) हे सर्व चिंदू या रेषेरर असतील का ? 

• या रेषेिे समीकरि कोिते असेल ?

हे लक्ात ठेवूया.

 जर x = a ही Y अक्ाला समांतर असिारी (a, 0) चिंदूतून जािारी रेषा काढली आचि a > 0 असेल तर ती 
रेषा Y अक्ाचया उजरीकडे असते. जर a < 0 असेल तर ती रेषा Y अक्ाचया डारीकडे असते.

Y अक्ाला समांतर असिाऱया रेषेिे समीकरि x = a या रूिात असते.
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(1) X-अक्ाररील प्रतयेक चिंदूिा y चनददेशक 0 असतो याउलट जया चिंदूिा y चनददेशक 0 असतो तो चिंदू   
  X-अक्ारर असतो,  महिून X अक्ािे समीकरि y = 0 असे चलचहतात.

(2) Y-अक्ाररील प्रतयेक चिंदूिा x चनददेशक 0 असतो याउलट जया चिंदूिा x चनददेशक 0 असतो तो चिंदू  
   Y-अक्ारर असतो, महिून Y अक्ािे समीकरि x = 0 असे चलचहतात.

उदा.  x = 2 आचि y = -3 या समीकरिांिे आलेख काढा.
उकल (i) आलेख कागदारर X अक् र Y अक् काढा.
 (ii) x = 2 चदले आहे महिून Y अक्ाचया उजरीकडे, 
  2  एकक अंतरारर Y अक्ाला समांतर रेषा काढा.
 (iii) y = -3 चदले आहे, महिून X अक्ाचया   
  खालचया िाजूला 3 एकक अंतरारर X अक्ाला  
  समांतर रेषा काढा.
 (iv)  अक्ांना समांतर काढलेलया या रेषा महिजे चदलेलया
  समीकरिांिे आलेख अाहेत.
 (v) या दोन रेषा एकमेकींना जे् े छेदतात तया P चिंदूिे
  चनददेशक चलहा.
 (vi) P िे चनददेशक (2,-3) आहेत का यािा िडताळा 
         घया.

कृती ः आलेख कागदारर (0,1) (1,3) (2,5) हे 
चिंदू स्ािन करा. ते एकरेषीय आहेत का हे 
तिासा, जर एकरेषीय असतील तर,  तयांतून 
जािारी रेषा काढा.

• ती रेषा कोिकोितया िरिांतून जाते ते िाहा.
• ती रेषा Y अक्ाला जया चिंदूत छेदते तया चिंदूिे 

चनददेशक चलहा.
• तया रेषरेर चतसऱया िरिातील कोिताही एक 

चिंदू दाखरा. तयािे चनददेशक चलहा.

आकृती 7.9
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2
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(1, 3)

(0, 1)

आकृती 7.10

जाणून घेऊया.

  रेषीय सिीकरणाचा आलेख (Graph of linear equations)

  सािानयरूपातील रेषीय सिीकरणाचा आलेख

हे लक्ात ठेवूया.
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उदा. 2x - y + 1 = 0 हे एक दोन िलांतील सामानयरूिातील समीकरि आहे. या समीकरिािा आलेख काढू.
उकल ः 2x - y + 1 = 0 महिजिे y = 2x + 1
  x ला काही चकमती घेऊन र तयांररून y चया संगत चकमती काढू.
  उदाहरिा््व, जर  x = 0 ही चकंमत समीकरिात ठेरली तर  y = 1 ही चकंमत चमळते.
  याप्रमािे x चया 0, 1, 2,  1

2
, -2 या चकमती घेऊन y चया चकंमती काढू.

  या चकमती क्चमत जोडीचया रूिात सारिीत चलहू.

x 0 1 2
1
2 -2

y 1 3 5 2 -3

(x, y) (0,1) (1,3) (2,5) ( 1
2

, 2) (-2,-3)

 हे चिंदू स्ािन करू. स्ािन केलेले चिंदू एकरेषीय आहेत यािी खात्री करू. तया सर्व चिंदूंतून जािारी रेषा काढू. 
ही रेषा महिजिे 2x - y + 1 = 0 या समीकरिािा आलेख आहे. 

ICT Tools or Links

  Geogebra Software चया मदतीने X-अक्, Y-अक् काढा. चरचरध चिंदू स्ािन करा.  
Algebric View मधये चिंदूंिे चनददेशक िाहा र अभयासा. अक्ांना समांतर असिाऱया रेषािंी समीकरिे िाहा. 
Move Option िा उियोग करून रेषांिी स्ाने िदलत राहा. X-अक्ािे र Y-अक्ािे समीकरि कोिते 
येते ? 

सरावसंच  7.2

1. आलेख कागदारर A (3,0), B(3,3), C(0,3) हे चिंदू स्ािन करा. AB र BC जोडा. कोिती आकृती  
 चमळते ते चलहा.

2. Y-अक्ाला समांतर आचि तया अक्ाचया डारीकडील 7 एकक अंतराररील रेषेिे समीकरि चलहा.

3. X-अक्ाला समांतर आचि तया अक्ाचया खाली 5 एकक अंतरारर असलेलया रेषेिे समीकरि चलहा.

4. Q(-3,-2) हा चिंदू Y-अक्ाला समांतर असिाऱया रेषेरर आहे. तया रेषेिे समीकरि चलहा र तयािा आलेख 
 काढा.
5. Y-अक् आचि रेषा x = -4 या समांतर रेषा आहेत, तर या दोन रेषांमधील अंतर चकती आहे ?
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6. खालीलिैकी कोितया समीकरिांिे आलेख X अक्ाला समांतर आहेत र कोितया समीकरिांिे आलेख 
Y अक्ाला समांतर आहेत ते चलहा.

 (i) x = 3  (ii) y - 2 = 0 (iii) x + 6 = 0 (iv) y = -5

7. आलेखकागदारर A(2,3), B(6,-1) आचि C(0,5) हे चिंदू स्ािन  करा. जर हे चिंदू एकरेषीय असतील तर 
तयांना सामारिारी रेषा काढा. ही रेषा X अक् र Y अक् यांना जया चिंदूंत छेदते तया चिंदूिंे चनददेशक चलहा.  

8. खालील समीकरिांिे आलेख एकाि चनददेशक िद् धतीरर काढा. तयांचया छेदनचिंदूिंे  चनददेशक चलहा. 
 x + 4 = 0,  y- 1 =0,  2x + 3 = 0, 3y - 15 =0 

9. खालील समीकरिांिे आलेख काढा.

 (i) x + y = 2 (ii) 3x - y = 0 (iii) 2x + y = 1

संकीण्म प्रशनसंग्रह 7

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनाचंया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.

 (i) X अक्ाररील कोिताही चिंदू खालीलिैकी कोितया रूिात असतो ?

  (A) (b, b)     (B) (0, b)     (C) (a, 0)     (D) (a, a)

 (ii) रेषा y = x या रेषेररील प्रतयेक चिंदूिे चनददेशक खालीलिैकी कोितया रूिात असतील ?

  (A) (a, a)     (B) (0, a)     (C) (a, 0)     (D) (a,- a)

 (iii) X अक्ािे समीकरि खालीलिैकी कोिते ?

  (A) x = 0      (B) y = 0       (C) x + y = 0     (D) x = y

 (iv) (-4, -3) हा चिंदू कोितया िरिात असेल ?

  (A) िचहलया     (B) दुसऱया     (C) चतसऱया     (D) िौरया     

 (v) (-5,5), (6,5), (-3,5), (0,5) या चिंदूंना सामारिाऱया रेषेिे सररूि कसे असेल ?

  (A) आरंभचिंदूतून जािारी     (B) Y अक्ाला समांतर     

  (C) X अक्ाला समांतर (D) यांिैकी कोितेही नाही. 

 (vi) P(-1,1), Q(3,-4), R(1,-1), S(-2,-3), T(-4,4) यांिैकी िौरया िरिातील चिंदू कोिते ?

  (A) P आचि T     (B) Q आचि R     (C) िक्त S     (D) P आचि R
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2. आकृतीत काही चिंदू दाखरले आहेत. 

 खालील प्रशनांिी उततरे चलहा. 

 (i) Q आचि R या चिंदूंिे चनददेशक चलहा.

 (ii) T र M चिंदूंिे चनददेशक चलहा.

 (iii) चतसऱया िरिात कोिता चिंदू आहे ?

 (iv) कोितया चिंदिूे x आचि y चनददेशक समान
  आहेत ?

3. खालील चिंदू आलेखारर स्ािन न करता ते कोितया िरिात चकंरा अक्ारर असतील हे चलहा.
 (i) (5, -3)  (ii) (-7, -12)  (iii) (-23, 4) 
 (iv) (-9, 5)  (v)  (0, -3)  (vi) (-6, 0)

4. खालील चिंदू आलेख कागदारर स्ािन करा.
 A(1,3), B(-3,-1), C(1,-4), D(-2,3), E(0,-8), F(1,0)

5. शेजारील आलेखात रेषा LM ही Y अक्ाला 
 समांतर रेषा आहे.
 (i) रेषा LM िे Y अक्ािासूनिे अंतर चकती ?
 (ii) P, Q, R या चिंदूंिे सहचनददेशक चलहा.
 (iii) चिंदू L आचि M यांचया x चनददेशकांतील
  िरक चकती ?

6. X- अक्ाला समांतर आचि X-अक्ािासून 5 एकक अंतरारर चकती रेषा आहेत ? तयांिी समीकरिे चलहा.
7*. कोितीही रासतर संखया a ही घेऊन Y-अक् आचि x = a या रेषेमधील अंतर ठररा.
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आकृती 7.11

आकृती 7.12
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8 मरिकोणमिती

मरिकोणमितीची ओळख(Introduction to trigonometry)

आिि जचमनीररील अंतरे दोरीने, िालत जाऊन मोजू शकतो, िरंतु समदु्रातील जहाजािे दीिसतंभािासूनिे अंतर 
कसे मोजत असतील? झाडािी उंिी कशी मोजायिी ? 

ररील चित्रांिे चनरीक्ि करा. चित्रातील प्रशन गचिताशी चनगचडत अाहेत. या प्रशनांिी उततरे चमळरणयासाठी गचित 
चरषयाचया चत्रकोिचमती या शाखिेा उियोग होतो. चत्रकोिचमतीिा उियोग अचभयांचत्रकी, खगोलशासत्र, नौकाशासत्र 
इतयादी शाखांमधयेही केला जातो.

चत्रकोिचमती (Trigonometry) हा शबद तीन ग्ीक शबदांिासून तयार झाला आहे. Tri महिजे तीन,  
gona महिजे िाजू, metron महिजे मोजमाि.

आिि चत्रकोिािा अभयास केला आहे. काटकोन चत्रकोि, िाय्ागोरसिे प्रमेय आचि समरूि चत्रकोिांिे गुिधम्व 
यांचया आधारे चत्रकोिचमती चरषयािी सुरुरात होते. 
तयांिी उजळिी करू.
• D	ABC मधये ÐB हा काटकोन आहे तर ÐB या 

काटकोनासमोरील िाजू AC ही कि्व आहे.
 ÐA  समोरील िाजू BC आहे, ÐC समोरील िाजू 

AB आहे. 
या चत्रकोिाचया संदभा्वत िाय्ागोरसचया प्रमेयािे चरधान 

(AB)2 + (BC)2 = (AC)2

उंिी कशी 
मोजायिी?

या झाडािी उिंी 
चकती असेल?

A

B C
आकृती 8.1

•	 चत्रकोिचमतीिी ओळख
•	 चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

•	 चत्रकोिचमतीय गुिोततरातील संिंध
•	 चरचशटि कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

ते जहाज चकनाऱयािासून 
चकती दूर असेल?

जरा आठवूया.

चला, मिकूया.
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·	 जर	D ABC ~ D PQR	तर	त्यांच्य	सांगत	बयजू	

प्रमयणयत		असतयत,	म्हणज	े AB
PQ

BC
QR

AC
PR

= =

एखयद्य	मयेठ्य	झयडयची	उांची	मोजय्ची	असेल	तर	समरूप	त्रिकोणयांच्य	गुणधमयमाचय	उप्ोग	करून	ती	कशी	
कयढतय	्ेते	ते	पयहू.

 कृती ः	 ्हय	प्र्ोग	त्िवसय	चयांगले	ऊन	असेल	तेव्हय	करतय	्ेतो.	शेजयरील	आकृती	पय्हय.
	 	 QR	्ही	झयडयची	उांची	आ्हे.	BC	्ही	एकय	कयठीची	उांची	आ्हे.

ल्हयन	 कयठी	 जत्मनीत	 उभी	 रोवून	 त्तची	
उांची	व	त्तच्य	सयवलीची	लयांबी	मोजय.	झयडयच्य	
सयवलीची	 	लयांबी	 मोजय.	सू्यमाचे	 त्करण	समयांतर	
असल्यमुळे	D PQR	व	D ABC	्हे	समकोन	
म्हणजेच	 समरूप	 त्रिकोण	 आ्हेत,	 ्हे	 जयणून	
घ्य.	समकोन	त्रिकोणयांच्य	सांगत	बयजू	प्रमयणयत	

असतयत	 ्यचय	 उप्ोग	 करून	 QR
PR

BC
AC

=  

त्मळते.	म्हणून	झयडयची	उांची		

 QR = BC
AC

PR× 	्ेह	समीकरण	त्मळते.

PR,	BC	व	AC	आपल्यलय	मय्हीत	आ्हेत.	्य	त्कमती	समीकरणयत	घयलून	QR	ची	लयांबी,	म्हणजेच	
झयडयची	उांची	ठरवतय	्ेते.	

आकृती	8.2

A

B C Q

P

R

 कृती ः	 वरील	कृती	करून	तुम्ही	सवतः	पररसरयतील	उांच	झयडयची	उांची	कयढय.	
	 पररसरयत	झयड	नसेल	तर	एखयद्य	खयांबयची	उांची	कयढय.	

आकृती	8.4

त्िव्यचय
खयांब कयठी

्हय	प्र्ोग	सकयळी	8	वयजतय	न	करतय	िुपयरी	11ः30	त्कंवय	1ः30	लय	करणे	सो्ीच	ेआ्हे.	ते	कय?

B

A CP

Q

R

क
यठी

आकृती	8.3

विचार करूया
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काटकोन D	ABC मधये, ÐB = 90° अाहे तर ÐA र ÐC हे लघुकोन आहेत.

उदा.

ÐP समोरील िाजू = . .  . ÐP लगतिी िाजू = . . . .
ÐR समोरील िाजू = . . . ÐR लगतिी िाजू = . . . . 

C

BA ¯
ÐA लगतिी भुजा

ÐA िी संमुख भुजा¯कि्व

आकृती 8.5

ÐC लगतिी भुजा

ÐC िी संमुख भुजा
¯

¯कि्व

A B

C

आकृती 8.6

A

E

B C F

P

Q

आकृती 8.8

आकृती 8.7 RQ

P

  मरिकोणाचया संदभा्मतील काही संज्ा (Terms related to triangle)

काटकोन D	PQR मधये 

  मरिकोणमितीय गुणोततरे (Trigonometic ratios)

शेजारील आकृती 8.8 मधये काही काटकोन चत्रकोि 
दाखरले आहेत. तयांिा ÐB हा सामाईक कोन आहे. 
तयामुळे हे सर्व काटकोन चत्रकोि समरूि आहेत.
ये्े D	PQB ~	D	ACB आहे.
\	 PB

AB
PQ
AC

BQ
BC

= =

 
PQ
AC

PB
AB

=   \ PQ
PB

AC
AB

=   . . . . .  एकांतर चक्या

 QB
BC

PB
AB

=   \ 
QB
PB

BC
AB

=  . . . . .  एकांतर चक्या

जाणून घेऊया.
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PQ
PB  र 

AC
AB ही गुिोततरे समान आहेत.

  PQ
PB

 = AC
AB

 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कि्व
      

     या गुिोततराला B या कोनािे साइन (sine) गुिोततर असे महितात. हे गिुोततर ्ोडकयात sinB असे चलचहतात.
(ii)    D	PQB र D	ACB मधये 

     BQ
PB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू

कि्व
 आचि BC

AB
 =  

ÐB चया लगतिी िाजू

कि्व

     BQ
PB

 = BC
AB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू 

कि्व
    या गिुोततराला कोन B िे कोसाईन (cosine) गुिोततर असे महितात. हे गुिोततर ्ोडकयात cosB असे 
चलचहतात.

(iii) PQ
BQ

AC
BC

= =  
ÐB चया समाेरील िाजू

ÐB चया लगतिी िाजू

   या गिुोततराला कोन B िे टटँजंट (tangent) गिुोततर असे महितात. हे गिुोततर ्ोडकयात tanB असे चलचहतात.
उदा. 

ÐB चया समोरील िाजू

कि्व

D	PQB मधये,

PQ
PB

 = 

D	ACB मधये,

AC
AB

 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कि्व

ÐB समोरील िाजू

C
q

B

A

आकृती 8.11

काही रेळा काटकोन चत्रकोिाचया लघुकोनािंी मािे  q(्ीटा),
a	 (अलिा), b (िीटा) इतयादी ग्ीक अक्रांनी दश्वरतात. 
सोितचया आकृतीत, D ABC चया C या लघुकोनािे माि q 
या अक्राने दाखरले आहे. अशारेळी sinC, cosC, tanC ही 
गुिोततरे अनुक्मे sinq, cosq, tan q अशीही चलचहतात. 

खालील आकृतया 8.9 आचि 8.10 या आकृती 8.8 मधून रेगळ्ा केलेलया चत्रकोिांचया आहेत.

आकृती 8.9

P

QB
ÐB लगतिी िाजू

¯

¯ ÐB समोरील िाजूकि्व

आकृती 8.10

A

C
ÐB लगतिी िाजू

¯

¯

B

कि्व

(i)
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शेजारील आकृती 8.12 मधये D	PQR िा ÐR हा 
काटकोन आहे तर खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin P (ii) cos Q (iii) tan P (iv) tan Q

1.

2.

3.

आकृती 8.13 मधये D	XYZ  हा काटकोन चत्रकोि 
आहे. ÐXYZ = 90° आहे. िाजूंिी लांिी a,b,c 
अशी चदली आहे. याररून खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin X (ii) tan Z (iii) cos X (iv) tan X

काटकोन D LMN मधये, ÐLMN = 90° 
ÐL = 50° आचि ÐN = 40° आहे.  
याररून खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin 50°  (ii) cos 50°
(iii) tan 40°  (iv) cos 40°

P

Q

R

आकृती 8.12

सरारसंि 8.1

चदलेलया आकृतीमधये ÐPQR = 90°,
ÐPQS = 90°, ÐPRQ = a र ÐQPS =  q तर 
खालील चत्रकोिचमतीय  गुिोततरे चलहा.
(i) sin a, cos a, tan a 
(ii) sin q, cos q, tan q

4.

 sin C = sin q	= AB
AC

 , cos C = cos q	= BC
AC

 , tan C = tan q	= AB
BC

हे लक्ात ठेवूया.

•	 sin गिुोततर  =  
कोनासमोरील िाजू

कि्व

•		cos गिुोततर = 
कोनालगतिी िाजू

कि्व

•		tan गुिोततर = 
कोनासमोरील िाजू

कोनालगतिी िाजू

आकृती 8.13

XY

Z

a

b

c

आकृती 8.14

L

M N

50°

40°

आकृती 8.15

P

QR S

q

a
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आकृती 8.16 मधये,
D	PMN हा काटकोन चत्रकोि आहे.
mÐM = 90°, ÐP र ÐN हे िरसिरािंे कोचटकोन 
आहेत. 
\	जर mÐN = q	तर mÐP = 90 - q

sin q	=  PM
PN

 ........(1)

cos q	=  NM
PN

 .......(2)

tan q	= PM
NM

 ........(3)

sin(90 - q) = NM
PN

 ........(4)

cos (90 - q) = PM
PN

 .......(5)

tan (90 - q) = NM
PM

 ........(6)

जाणून घेऊया.

  मरिकोणमितीय गुणोततरांिधील संबंध (Relations among trigonometric ratios)

 \	sin q	= cos (90 - q) ........ (1) र (5) ररून
      cos q	= sin(90 - q) ........ (2) र (4) ररून

 आता हेही लक्ात घयाः tan q	´	tan (90 - q) = PM
NM

 ´	 NM
PM

	 ........ (3) र (6) ररून

	 	 	 			\		tan q	´	tan (90 - q) = 1

 तसेि sin q
cos q

 = 

PM
PN
NM
PN

 = PM
PN

 ´	 PN
NM

	=	 PM
NM

	=	tan q

हे लक्ात ठेवूया.

cos (90 - q) = sin q,										sin(90 - q) = cos q	
sin q
cos q

 = tan q,		 															tan q	´	tan (90 - q) = 1

आकृती 8.16

P

MN
q

(90- q)°
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* अमधक िामहतीसाठी 

 1
sin q

 = cosec q,		 1
cos q

 = sec q,			 1
tan q

 = cot q  

महिजिे cosec q,	sec q आचि cot q	ही अनुक्मे	sin q,	cos q	आचि	
tan q	यांिी वयसत गुिोततरे आहेत.

•	sec q	= cosec (90 - q) •	cosec q	= sec (90 - q)

•	tan q	= cot (90 - q) •	cot q	= tan (90 - q)

30°- 60°-90° िापाचया मरिकोणाचा गुणधि्म
एखाद्या चत्रकोिाचया कोनािंी मािे 30°,60°, 90° असतील तर आिलयाला माहीत आहे की, 30° कोनासमोरील 

िाजू किा्वचया चनममी असते आचि 60 ° कोनासमोरील िाजू किा्वचया लांिीचया 3
2

 िट असते.

शेजारील आकृतीमधये, काटकोन D ABC मधये 
ÐC = 30°, ÐA = 60°, ÐB = 90° आहे.

\ AB = 1
2

AC आचि BC = 3
2

AC 

काटकोन D PQR मधये जर ÐR = 30°, 
ÐP = 60°, ÐQ = 90° आचि समजा PQ = a 

तर  PQ = 1
2

 PR

        a = 1
2

 PR

\	PR = 2a

QR = 3
2

PR

QR = 3
2

 ´	2a

QR = 3 a

\	जर  PQ = a तर PR = 2a आचि QR = 3 a

30°

60°

A

BC
आकृती 8.17

आकृती 8.18

a
2a

3 a
30°

60°

P

Q R

  30° व 60° या कोनांची मरिकोणमितीय गुणोततरे (Trignometric ratios of 30° and 60°angles)

जाणून घेऊया.

जरा आठवूया.
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(I) 30° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गिुोततरे.

sin 30° = PQ
PR

a
a

= =
2

1
2

cos 30° = QR
PR

a
a

= =
3
2

3
2

tan 30° = PQ
QR

a
a

= =
3

1
3

sin q	= cos(90-q) 
sin 30° = cos (90°- 30°) = cos 60°
sin 30° = cos 60°

cos q	= sin(90 -q)
cos 30° = sin (90°- 30°) = sin 60°
cos 30°= sin 60°

(II) 60° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे.

sin 60°  = QR
PR

= 
3 a

2a = 
3

2

cos 60° = PQ
PR

= a
2a = 1

2

tan 60° = QR
PQ

= 
3 a
a = 3

 काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90° चदला आहे. ÐP र ÐR हे िरसिरांिे कोचटकोन आहेत, महिून 
कोचटकोनाचया साइन  र कोसाइन  या गुिोततरांमधील संिंध ये्े िडताळून िाहा.

काटकोन D	ABC मधये ÐB= 90°, ÐA =45°, 
ÐC = 45° \ हा समद ्चरभुज काटकोन चत्रकोि 
आहे. समजा, AB = a  तर BC = a 
िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून AC िी लांिी काढू.
    AC2 = AB2 + BC2 
           = a2 + a2 
    AC2 = 2a2

\	AC = 2 aआकृती 8.19

A

B C

a

45°

a2

45°
a

हे लक्ात ठेवूया.

sin 30° = 1
2 cos 30° = 3

2
tan 30° = 1

3

sin 60° = 3
2

cos 60° = 1
2

tan 60° = 3

 
(III) 45° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे.
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sin 45° = 1
2

,  cos 45° = 1
2

,  tan 45° = 1

मागील आकृती 8.19 मधये ÐC = 45° आहे. 

     sin 45°  = AB
AC

= a
2 a

= 1
2

   tan 45° = AB
BC

= 
a
a

= 1

     cos 45°  = BC
AC

= 
a
2 a = 1

2

हे लक्ात ठेवूया.

(IV) 0° व 90° मापांचया कोनांची लरिकोिलमतीय गुिोततरे

आकृती 8.20

A 

C C CB B B 

A 

A 

काटकोन D	ACB मधये ÐC = 90° आलि ÐB = 30° आहे. sin 30° = 
AC
AB हे आपलयाला माहीत आहे. 

AB ची लांबी स्थिर ठेवून, ÐB चे माप जसेजसे कमी होते तशीतशी ÐB समोरील बाजू AC ची लांबी कमी होते 
महिून ÐB चे माप कमी झाले की sin q	ची लकंमत कमी होते. 
 \	ÐB चे माप 0° होईल तेवहा AC ची लांबी ही 0 होईल.

	 \	sin 0° = AB
AC

AB
0= 	 	 \	sin 0° = 0

आकृती 8.21
B C

85°

B B CC
30° 70°

A 

A A 
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आता आकृती 8.21 िाहा. या काटकोन चत्रकोिात ÐB िे माि जसजसे राढत जाते तसतसे AC िी लािंी राढताना 
चदसते. ÐBिे माि जर 90° झाले तर AC ही AB एरढी होईल.

 \	sin 90° = AC
AB

  \	sin 90° = 1

आिि कोचटकोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे िाचहली आहेत.

        sin q	= cos (90 - q) आचि cos q	= sin (90 - q)

  \	cos 0° = sin (90 - 0)° = sin 90° = 1

  आचि	cos 90° = sin (90 - 90)° = sin 0°= 0

sin 0° = 0,   sin 90° = 1,  cos 0° = 1,  cos 90° = 0

गुिोततरे कोनांिी मािे

 आिलयाला माहीत अाहे की,

 tan q	= sin q
cos q

    \tan 0	= sin 0
cos 0

 = 0
1

 = 0

 िरंतु tan 90°	= 
sin 90°
cos 90°  = 1

0
  

 िरंतु 1
0

 हा भागाकार करता येत नाही. q	लघुकोन असून तो मोठा होत होत 90° चया जरळ जाऊ

 लागतो, तसा tan q	अचनिांधििे मोठा होत जातो. िरंतु tan 90 िी चकंमत ठररता येत नाही. 

हे लक्ात ठेवूया.

चरचशटि मािाचया कोनांिी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

0° 30° 45° 60° 90°

sin 0
1
2

1
2

3
2

1

cos 1 3
2

1
2

1
2 0

tan 0
1
3

1 3 ठररता येत नाही

हे लक्ात ठेवूया.
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साेडवलेली उदाहरणे

उदा (1) चकंमत काढा ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°
उकल ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°

  = 2 ´	1	+	 3
2
	-	 3

2
	 	 = 2 + 0

  = 2

उदा (2) चकंमत काढा. 34°
56°

sin
cos

उकल ः 56° + 34° = 90° महिजे 56 र 34 ही कोचटकोनािंी मािे आहेत.
  sin q	= cos (90- q)
 \				sin 34°	= cos (90- 34)° = cos 56°
 \				 cos

sin
cos
cos

56
34

56
56

1°
°
=

°
°
=

उदा (3) काटकोन D	ACB मधये जर ÐC = 90°, AC = 3, BC = 4 तर 
 ÐA र ÐB िी खालील चत्रकािचमतीय गुिोततरे काढा.
 sin A, sin B, cos A, tan B
उकलः काटकोन D	ACB मधये िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून,
 AB2= AC2 +BC2

       = 32 + 42

       = 52

         AB  = 5
 sin A = BC

AB
 = 4
5

    cos A = AC
AB

 = 3
5

 

 sin B = AC
AB

 = 
3
5     tan B = 

AC
BC  = 3

4

उदा (4) काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90°, ÐR= q  आचि जर
 sin q	= 5

13
 तर cos q, tan q काढा.

उकल ः

A 

B C

3

4
आकृती 8.22

q

P

Q R
आकृती 8.23

काटकोन D	PQR मधये ÐR= q
     sin q	= 5

13
 

\	 PQ
PR

 = 5
13
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P

Q R
q

5k
13k

12k

आकृती 8.24

\	PQ = 5k आचि PR = 13k मानू. 

िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून QR काढू.

PQ2 + QR2 = PR2

(5k)2 + QR2 = (13k)2

25k2 + QR2 = 169 k2

 QR2 = 169 k2 - 25k2

 QR2 = 144 k2

 QR = 12k

आता काटकोन D PQR मधये PQ = 5k आचि PR = 13k, QR = 12k

cos q	= QR
PR

k
k

= =
12
13

12
13

 , tan q	= PQ
QR

k
k

= =
5
12

5
12

मवचार करूया

(1) ररील उदाहरि सोडरताना PQ आचि PR या िाजूंिी लांिी 5k आचि 13k का घेतली आहे?

(2) PQ आचि PR िी लािंी अनुक्मे 5 आचि 13 घेता येईल का? घेता येत असलयास लेखनात काही िदल  
 करारा लागेल का? 

मरिकोणमितीिधील िहत्वाचे सिीकरण

P

Q R
q

आकृती 8.25

D	PQR हा काटकोन चत्रकोि आहे 
ÐPQR = 90°, ÐR= q मानू.

sin q = PQ
PR

 ..........(1)

cos q	= QR
PR

 ..........(2)

िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून
PQ2 + QR2 = PR2

\	 PQ
PR

QR
PR

PR
PR

2

2

2

2

2

2+ = .... प्रतयेक िदाला 
   PR2 ने भागले

\	 PQ
PR

QR
PR







 + 






 =

2 2

1

\	(sin q)2 + (cos q)2 = 1.... (1) र (2)  
      ररून
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हे लक्ात ठेवूया.

(sin q)2 महिजे sin q	िा रग्व, हा sin2 q	असा चलचहतात.
sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरि आिि िाय्ागोरसिे प्रमेय रािरून q	हा एक लघुकोन असिाऱया 

काटकोन चत्रकोिाचया साहाययाने चसद् ध केले.  q	= 0° चकंरा q	= 90°  असेल तरीही हे समीकरि सतय असते 
यािा िडताळा घया. 

sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरि कोितयाही मािाचया कोनासाठी सतय असलयामुळे तयाला चत्रकोिचमतीतील 
मूलभूत चनतय समानता महितात.

(i) 0 £	sin q £	1, 0 £	sin2 q £	1   (ii) 0 £	cos q £	1, 0 £	cos2 q £	1

सरावसंच 8.2

1. खालील सारिीत प्रतयेक सतंभात एक गिुोततर चदले आहे. तयाररून इतर दोन गिुोततरे काढा आचि ररकामया  
 जागा भरा.

sin q
11
61

1
2

3
5

cos q
35
37

1
3

tan q 1
21
20

8
15

1
2 2

2. चकमती काढा.

 (i) 5 30 3 45sin tan° + °    (ii) 4
5

60 3 602 2tan sin° + °  

 (iii) 2 30 0 3 90sin cos sin° + °+ °    (iv) tan
sin cos

60
60 60+

 

 (v) cos sin2 245 30° + °    (vi) cos cos sin sin60 30 60 30°× °+ °× °

3. जर sin q	= 4
5

 तर cos q काढा.

4. जर cos q	= 15
17

 तर sin q काढा.
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 8

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया उततरािा अिूक िया्वय चनरडा.
 (i) खालीलिैकी कोिते चरधान सतय आहे.
  (A) sin q	= cos (90- q)   (B) cos q	= tan (90- q) 
  (C) sin q	= tan (90- q)   (D) tan q	= tan (90- q)
 (ii) sin 90° िी चकंमत खालीलिैकी कोिती ?

  (A) 3
2

  (B) 0   (C) 1
2

   (D) 1

 (iii) 2 tan 45° + cos 45° - sin 45° = चकती ?
  (A) 0   (B) 1  (C) 2  (D) 3

 (iv) cos
sin
28
62
°
°
=  चकती ?

  (A) 2  (B) -1 (C) 0  (D) 1

2. काटकोन D	TSU मधये TS = 5, ÐS = 90°, 
 SU = 12 तर sin T, cos T, tan T काढा. 
 तसेि sin U, cos U, tan U काढा.

3. काटकोन D	YXZ मधये, ÐX = 90°, XZ = 8 सेमी,
 YZ = 17 सेमी तर sin Y, cos Y, tan Y, 
 sin Z, cos Z, tan Z काढा.

4. काटकोन D	LMN मधये ÐN = q, ÐM = 90°,
 cos q  = 25

24  तर sin q	आचि tan q	ही गुिोततरे काढा, 

 तसेि (sin2 q)  र  (cos2 q) िी चकंमत काढा.

5. गाळलेलया जागा भरा. 
 (i) sin20° = cos °   

 (ii) tan30° ́ tan ° =1  

 (iii) cos40° = sin °    

qqq

आकृती 8.27

X Y

Z

8 17

L

M Nआकृती 8.28

आकृती 8.26

T

US
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9 पृष्ठफळ व घनफळ

आिि मागील इयततेत इष्टिकाचिती, घन, रृततचिती या घनाकृतींिे िृष्ठिळ र घनिळ कसे काढतात हे 
अभयासले आहे.

• इष्टिकाचितीिी लांिी, रुंदी र उंिी अनकु्मे l , b, h असेल तर, 
 (i) इष्टिकाचितीचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ = 2(l + b) ´	h
  ये्े इष्टिकाचितीचया उभया 4 िृष्ठांिे क्ेत्रिळ चरिारात  

 घेतले आहे. 
 (ii) इष्टिकाचितीिे एकूि िृष्ठिळ = 2(lb + bh + lh)
  ये्े इष्टिकाचितीचया सहा िृष्ठांिे क्ेत्रिळ चरिारात  घेतले  

 आहे. 
 (iii) इष्टिकाचितीिे घनिळ = l ´	b ´	h

• घनािी कड (edge) l असलयास
 (i) घनािे एकूि िृष्ठिळ = 6l 2
 (ii) घनािे उभे िृष्ठिळ = 4l 2
 (iii) घनािे घनिळ = l 3

• रृततचितीचया तळािी चत्रजया r र उंिी h असलयास
 (i) रृततचितीिे रक्िृष्ठिळ = 2prh
 (ii) रृततचितीिे एकूि िृष्ठिळ = 2pr(r + h)
 (iii) रृततचितीिे घनिळ = pr2h

•	 शंकूिे िृष्ठिळ
•	 शंकूिे घनिळ

•	 गोलािे िृष्ठिळ
•	 गोलािे घनिळ

इष्टिकाचिती

घन

रृततचिती

आकृती 9.1

h

l b

आकृती 9.2

l

आकृती 9.3

h

r

चला, मिकूया.

जरा आठवूया.
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सोितिी 9.4 ही आकृती शंकिूी आहे. शंकूचया तळािा केंद्रचिंदू O 
आचि शंकिूा चशरोचिंदू A आहे. रेख OA हा चत्रजया OB ला लंि 
आहे. महिजे AO ही शंकिूी लंिउंिी (h) आहे. AB ही शंकूिी 
चतरकस उंिी (l) आहे. 
D	AOB काटकोन चत्रकोि आहे. 
\	िाय्ागोरसचया प्रमेयानुसार
 AB 2 = AO 2 + OB 2

 \l 2 = h 2 + r 2

महिजेि, (मतरकस उंची)2 = (लंब उंची)2 + (तळाची मरिजया)2

आकृती 9.4

A

h l

rO B

सरावसंच 9.1

1. एका इष्टिकाचिती आकाराचया औषधाचया खोकयािी लांिी, रुंदी र उंिी अनकु्मे 20 सेमी, 12 सेमी र 
 10 सेमी आहे तर या खोकयाचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ र एकूि िृष्ठिळ काढा.
2. एका इष्टिकाचिती आकाराचया खोकयािे एकूि िृष्ठिळ 500 िौ एकक आहे. चतिी रुंदी र उंिी अनकु्मे 6  

र 5 एकक आहे, तर तया खोकयािी लांिी चकती असेल ?
3. एका घनाकृतीिी िाजू 4.5 सेमी आहे, या घनाकृतीचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ र एकिू िृष्ठिळ काढा.
4. एका घनािे एकूि िृष्ठिळ 5400 िौसेमी आहे तर तया घनाचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ काढा.
5. एका इष्टिकाचितीिे घनिळ 34.50 घन मी असून चतिी रुंदी र उंिी अनकु्मे 1.5 मी र 1.15 मी आहे तर
 तया इष्टिकाचितीिी लािंी काढा.
6. 7.5 सेमी कडा असलेलया घनािे घनिळ चकती ?
7. एका रृततचितीचया तळािी चत्रजया 20 सेमी र उंिी 13 सेमी आहे तर तया रृततचितीिे रक्िृष्ठिळ र एकूि
 िृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
8. रृततचितीिे रक्िृष्ठिळ 1980 सेमी2 असून तळािी चत्रजया 15 सेमी असलयास तया रृततचितीिी उंिी काढा. 
 (p	= 

22
7  घया.)

जाणून घेऊया.

  िंकिूी संबंमधत संज्ा व तयांचा परसपर संबंध (Terms related with a cone and their relation)

  िंकूचे पृष्ठफळ (Surface area of a cone)

 शंकूला दोन िृष्ठे असतात. (i) रतु्वळाकार तळ    (ii) रक्िृष्ठ
 यािंैकी रतु्वळाचया क्ेत्रिळाचया सूत्राररून शंकूचया तळािे क्ेत्रिळ काढता येईल.
 शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ काढणयािे सूत्र कसे काढता येईल ?
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 शंकू    रक्िृष्ठािी घडि           घडिीिे तुकडे
आकृती 9.6 आकृती 9.7 आकृती 9.8

l l
l l

 तयासाठी शंकूचया रक्िृष्ठािी घडि िाहू.

आकृती 9.4 मधील शंकू तयाचया AB या चतरकस 
उंिीरर कािून उलगडला, की तयािी घडि सोितचया 
आकृती 9.5 प्रमािे चमळते. या आकृतीला रतु्वळिाकळी 
असे नार आहे.

आकृती 9.4 आचि आकृती 9.5 यांिी तुलना करा. 
तयाररून िुढील िािी तुमचया लक्ात आलया का ?आकृती 9.5

A

BD

C

(i)रतु्वळिाकळीिी चत्रजया AB ही शंकूचया चतरकस उंिीएरढी आहे.
(ii) रतु्वळिाकळीिा कंस BCD हे शंकूचया तळाचया िररघािेि रूिांतर आहे.
(iii) शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ = A-BCD या रतु्वळिाकळीिे क्ेत्रिळ

याररून, शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ काढणयासाठी तयाचया घडिीिे, महिजेि रतु्वळिाकळीिे क्ेत्रिळ 
काढारे लागेल. हे के्त्रिळ कसे काढता येते, हे िुढील कृतीतून समजून घया. 

 कृती  शंकूचया घडिीिा चरिार करू.

 तळािा िरीघ = 2pr
 एका रक्िृष्ठािे आकृती 9.8 मधये दाखरलयाप्रमािे 
शकय तेरढे लहान तुकडे करा. ते आकृती 9.9 मधये दाखरलयाप्रमािे 
एकमेकांना जोडा.
शंकूचया रक्िृष्ठािे तुकडे अशा प्रकारे जोडलयामुळे �ABCD हा 
जरळिास आयत झाला आहे.
AB र CD िी एकूि लांिी ही 2pr आहे.
\	ABCD ह्या आयताचया AB िाजिूी लािंी pr आचि CD 
िाजूिी लािंी pr आहे.
आयताचया BC या िाजिूी लािंी = शंकिूी चतरकस उंिी = l आहे.
 \	शंकूिे रक्िृष्ठिळ महिजेि या आयतािे क्ेत्रिळ होईल.
 \	शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ = आयतािे क्ेत्रिळ = AB ´ BC = pr ´ l = prl

आकृती 9.9

l

pr

A B

CD
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h

r

l h

r

r

आकृती 9.10

कृती ः  एक काडभाबोडभा घया. तयाचयापासून एक बंद वृततलचती तयार करा महिजेच तळाची लरिजया व उंची समान   
  असलेला एक शंकू व एका बाजूने बंद अशी वृततलचती तयार करा, महिजेच शंकूची लंबउंची व वृततलचतीची 
  उंची समान होईल असा एक शंकू व वृततलचती घया.
  शंकू बारीक वाळूने पिूभा ररून घया व ती वाळू तया वृततलचतीमधये ओता. वृततलचती पूिभा ररेपययंत ही कृती  
  करा. वृततलचती वाळूने पिूभा ररणयासाठी लकती शंकू ररून वाळू लागली? मोजा.

आता, शंकूचया एकिू पृष्ठफळाचे सरूिही काढता येईल.
शंकूचे एकिू पृष्ठफळ = वक्रपषृ्ठाचे क्ेरिफळ + तळाचे क्ेरिफळ
         = prl + pr2

        = pr(l + r)
येथिे एक महत्वाची बाब लक्ात आली का ? शंकू बंलद्त नसेल (महिजे लवदूषकाचया/ वाढलदवसाचया  
टोपी सारखा असेल) तर वक्रपृष्ठ हे तयाचे एकच पृष्ठ असेल. महिजे तयाचे पृष्ठफळ prl या सूरिाने लमळेल.

  वृततलचती ररणयासाठी वाळूने ररलेले असे तीन शंकू लागले. 

जाणून घेऊया.

  िंकूचे घनफळ (Volume of a cone)

						3 ´	शंकूचे घनफळ = वृततलचतीचे घनफळ
	\	3 ´	शंकूचे घनफळ = pr2h

							\	शंकूचे घनफळ = 1
3

 ´	pr2h

हे लक्ात ठेवूया.

(i) शंकूचया तळाचे क्ेरिफळ = pr2   (ii) शंकूचे वक्रपृष्ठफळ = prl
(iii) शंकूचे एकिू पृष्ठफळ = pr(l + r) (iv) शंकूचे घनफळ = 1

3
 ´	pr2h
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सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) शंकूचया तळािी चदलेली चत्रजया (r) र चदलेली लंि उंिी (h) घेऊन तयािी चतरकस (l)उंिी काढा.

(i) r = 6 सेमी, h = 8 सेमी
  l2 = r2 + h2

	 \l2 = (6)2 + (8)2

	 \l2 = 36 + 64
	 \l2 = 100
	 \l = 10 सेमी

उदा (2) एका शंकूचया तळािी चत्रजया 12 सेमी  र लंि उंिी 16 सेमी असलयास शंकिूी चतरकस उंिी,   
     रक्िृष्ठिळ र एकूि िृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14)

(ii) r = 9 सेमी, h = 12 सेमी
      l2 = r2 + h2

	 \l2 = (9)2 + (12)2

	 \l2 = 81 + 144
	 \l2 = 225
	 \l = 15 सेमी

(i)   r = 12 सेमी, h = 16 सेमी
       l2 = r2 + h2

	 		\l2 = (12)2 + (16)2

	 		\l2 = 144 + 256
	 		\l2 = 400
	 		\l   = 20 सेमी

(ii) शंकिूे रक्िृष्ठिळ  = prl
       = 3.14 ´	12 ´	20
       = 753.6 िाैसेमी

(iii) शंकिूे एकिू िृष्ठिळ = pr(l + r)
      = 3.14 ´	12(20+12)
         = 3.14 ´	12 ´	32
          = 1205.76 िाैसेमी

उदा (3) एका शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 704 िौसेमी र तळािी चत्रजया 7 सेमी असलयास शंकूिी चतरकस उंिी   
   काढा. (p	= 22

7
 घया.)

  शंकूिे एकूि िृष्ठिळ = pr(l + r)

 \	 	704 = 22
7

 ´	7 (l + 7)

 \ 704
22

 = l + 7

 \	 	 32 = l + 7 

 \	 32 - 7 = l 

 \	 l = 25 सेमी
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उदा (4) एका शंकूचया तळािे क्ेत्रिळ 1386 िौसेमी आहे आचि शंकूिी उंिी 28 सेमी असलयास, शंकिूे 
रक्िृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

शंकूचया तळािे क्ेत्रिळ = pr 2 

 \		 1386 = 22
7

 ´	r 2

 \   1386 7
22

2×
= r

 \			63 ´ 7 = r 2

 \							441 = r 2

	 \	            r = 21 सेमी

l 2 = r 2 + h 2

\l 2 = (21)2 + (28)2

\l 2 = 441 + 784
\l 2 = 1225
\l = 35 सेमी
शंकूिे रक्िृष्ठिळ = prl
      = 22

7
´	21 ´	35

      = 22 ´	21 ´	5      
      = 2310िाैसेमी

सरावसंच 9.2

1. शंकूिी लिं उंिी 12 सेमी र चतरकस उंिी 13 सेमी असेल तर शंकूचया तळािी चत्रजया चकती ?
2. एका शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 7128 सेमी2 आचि शंकूचया तळािी चत्रजया 28 सेमी असेल तर शंकिूे घनिळ

 काढा. (p	= 22
7

 घया.)
3. एका शंकूिे रक्िृष्ठिळ 251.2 सेमी2 र तळािी चत्रजया 8 सेमी असलयास शंकूिी चतरकस उंिी र  

लिं उिंी काढा. (p	= 3.14 घया.)
4. 6 मी चत्रजया र 8 मी चतरकस उंिीिी ित्यािी िंचदसत शंक्ाकार घनाकृती िनचरणयािा दर 10 रु प्रचत िौरस

 मीटर असलयास ती घनाकृती िनरणयासाठी लागिारा खि्व काढा. (p	= 22
7

 घया.)
5. शंकिूे घनिळ 6280 घसेमी असून, तळािी चत्रजया 20 सेमी आहे तर शंकिूी लंिउंिी काढा. 
 (p	= 3.14 घया.)
6. शंकूिे रक्िृष्ठिळ 188.4 िौसेमी र चतरकस उंिी 10 सेमी आहे. तर शंकिूी लंिउंिी काढा. 
 (p	= 3.14 घया.)
7. एका शंकूिे घनिळ 1232 सेमी3 र उंिी 24 सेमी आहे, तर तया शंकूिे रक्िृष्ठिळ काढा. 
 (p	= 22

7
 घया.)

8. एका शंकिूे रक्िृष्ठिळ 2200 िौसेमी आहे र चतरकस उंिी 50 सेमी आहे तर तया शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 
र घनिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

9*. एका शंक्ाकृती तंिूत 25 मािसे राचहली आहेत. प्रतयेकाला जचमनीररील 4 िौमी जागा लागते. जर तंिूिी 
उंिी 18 मीटर असेल तर तंिूिे घनिळ चकती ?
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  कृती ः

आकृती 9.11

िोकळ गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

\	अध्वगोलािे रक्िृष्ठिळ = 2pr2

भरीर अध्वगोलािे एकूि िृष्ठिळ = रक्िृष्ठिळ + रतु्वळािे के्त्रिळ
 = 2pr2 + pr2

 = 3pr2

10*.    एका शेतामधये गुरांसाठी कोरडा िारा शंक्ाकार रास करून ठेरला असून, राशीिी उंिी 2.1 मी आहे. 
 तळािा वयास 7.2 मीटर आहे, तर िाऱयाचया राशीिे घनिळ काढा. िारसािी लक्िे चदसली तर अशा  
 प्रसंगी हा चढग प्ॅष्सटकने आचछाचदत करायिा असलयास शेतकऱयाला चकती िौ.मीटर प्ॅष्सटकिा   
 कागद लागेल ? (p	= 22

7
 र 17 37.  = 4.17 घया.) 

जाणून घेऊया.

  गोलाचे पृष्ठफळ (Surface area of sphere)

एक मोसिंे घेऊन तयािे दोन अधदे भाग करा.

एक भाग कागदारर िाल्ा ठेरून, भोरती िेष्नसल 
चिररून रतु्वळ काढा. अशी एकिू िार रतु्वळे काढा. 
आता मोसंबयाचया िार समान िोडी करा.

प्रतयेक  िोडीचया  सालीिे  लहान  लहान तुकडे  करा. 
एक रतु्वळ तया तुकडांनी जरळिास भरता येते हे 
अनुभरा. िारही रतु्वळे िूि्व भरतील. याररून, 
गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4 ´ रतु्वळािे क्ेत्रिळ
       = 4 pr2
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सोडवलेली उदाहरणे

  कृती ः एक शंकू र एक अध्वगोल असे घया की, अध्वगोलािी चत्रजया र शंकूिी उंिी समान असेल, तसिे शंकूिी  
 तळािी चत्रजया र अध्वगोलािी चत्रजया समान असारी.
 शंकू राळूने िूि्व भरा. िूि्व भरलेला शंकू अध्वगोलात ओता. अध्वगोल िूि्व भरणयासाठी चकती शंकू लागतात  
 ते िाहा.

आकृती 9.12

rh

r

(1) एका गोलािी चत्रजया 7 सेमी आहे, तर तया  
 गोलािे रक्िृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

  गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

        = 4 ´ 22
7

 ´	(7)2

        = 4 ´ 22
7

 ´	7 ´	7

        = 88 ´	7
	 	 	 				= 616
 गोलािे रक्िृष्ठिळ = 616 िौसेमी. 

(2) रक्िृष्ठिळ 1256 िौसेमी असिाऱया   
 गोलािी चत्रजया काढा. (p	= 3.14 घया.)
 गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

    \	1256 = 4 ´ 3.14 ´	r2

   \	1256  = 1256
4 3 14

2

×
=

.
r

  \	1256  = 31400
314

2= r

	 	 \			100	= r2

  \ 10 = r
  \	 r = 10 सेमी

एक अध्वगोल भरणयासाठी दोन शंकू भरून राळू 
लागली.
\	2 ´	शंकूिे घनिळ = अध्वगोलािे घनिळ 
\	अध्वगोलािे घनिळ = 2 ´	शंकूिे घनिळ

           = 2 ´	 1
3

 ´	pr2h

           = 2 ´	 1
3

 ´	pr2 ´	r  

           = 2
3

 pr3

\	गोलािे घनिळ = 2 ´	अध्वगोलािे घनिळ

      = 4
3
pr3

\	गोलािे घनिळ = 4
3
pr3
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सोडवलेली उदाहरणे 

उदा (1) एका गोलािी चत्रजया 21 सेमी आहे, तर तया   
गोलािे घनिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

उकल ः गोलािे घनिळ = 4
3
pr3

   = 4
3

 ´	 22
7
	´	(21)3

   = 4
3

 ´	 22
7
	´	21	´	21 ´	21

   = 88 ´	441

\					गोलािे घनिळ = 38808 घसेमी

उदा (2) 113040 घसेमी घनिळ असिाऱया 
गोलािी चत्रजया शोधा. (p	= 3.14 घया.)
उकल ः गोलािे घनिळ = 4

3
pr3

             113040 = 4
3

 ´	3.14	´	r3

      113040 3
4 3 14

´
´ .

= r3

      28260 3
3 14

´
.

 = r3

	 \ 9000 ´ 3 = r3

           \   r3 = 27000
  \   r = 30 सेमी
गोलािी चत्रजया 30 सेमी आहे.

उदा (3) रक्िृष्ठिळ 314 िौसेमी असिाऱया गोलािे घनिळ चकती ? (p	= 3.14 घया.)

गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

                        314 = 4 ´	3.14	´	r2

          
314
4 3 14´ . = r2

          31400
4 314´

 = r2

	 \ 100
4

 = r2

	 \    25  = r2

	 \      r = 5 सेमी

गोलािे घनिळ = 4
3
pr3

              = 4
3

 ´	3.14	´	53

  = 4
3

 ´	3.14	´	125

       = 523.33 घसेमी

हे लक्ात ठेवूया.

•	अध्वगोलािे घनिळ = 
2
3  pr3

•	भरीर अध्वगोलािे एकिू िृष्ठिळ = 2pr2 + pr2= 3pr2 
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सरावसंच 9.3

1.  खाली चदलेलया संखया गोलांचया चत्रजया दश्वरतात. 
 (i) 4 सेमी (ii) 9 सेमी (iii) 3.5 सेमी 
 तर तया गोलांिी रक्िृष्ठिळे र घनिळे शोधा.(p	= 3.14 घया.)
2.  5 सेमी चत्रजया असिाऱया भरीर अध्वगोलािे रक्िृष्ठिळ र एकूि िृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
3.  2826 सेमी2 रक्िृष्ठिळ असिाऱया गोलािे घनिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
4.  38808 घसेमी घनिळ असिाऱया गोलािे रक्िृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

5.  एका अध्वगोलािे घनिळ 18000 p	घसेमी आहे, तर तया गोलािा वयास काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 9

1.  0.9 मी वयास र 1.4 मी लािंी असिाऱया रोड रोलरचया 500 िेऱयांमधये सिाट केलेलया जचमनीिे के्त्रिळ 
चकती ? (p	= 22

7
)

2.  एक इष्टिकाचिती आकारािे घरगुती मतसयालय िनरणयासाठी 2 चममी जाडीिी काि रािरली. मतसयालयािी 
(चया चभंतींिी) िाहेरून लािंी, रुदंी र उिंी अनकु्मे सेंचटमीटरमधये 60.4 ´ 40.4 ´ 40.2 आहे, तर तया 
मतसयालयात जासतीत जासत चकती िािी मारेल?

3.  एका शंकूचया तळािी चत्रजया र लंिउंिी यांिे गुिोततर 5ः12 आहे. शंकिूे घनिळ 314 घमी असलयास   
 तयािी लंिउंिी र चतरकस उंिी काढा. (p	= 3.14 घया.)

4.  एका गोलािे घनिळ 904.32 घसेमी आहे तर तया गोलािी चत्रजया काढा. (p	= 3.14 घया.)
5.  एका घनािे एकूि िृष्ठिळ 864 िौसेमी आहे तर तयािे घनिळ काढा. 
6.  जया गोलािे िृष्ठिळ 154 िौसेमी आहे. अशा गोलािे घनिळ काढा. 
7.  एका शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 616 िौसेमी आहे. तयािी चतरकस उंिी ही तळाचया चत्रजयेचया चतपिट असलयास 

चतरकस उंिी काढा. 
8.  रतु्वळाकार चरचहरीिा आतील वयास 4.20 मीटर आहे. चरचहरीिी खोली 10 मीटर आहे. तर तयािे आतील 

रक्िृष्ठिळ चकती? चरचहरीचया आतील रक्िृष्ठाला चगलारा करणयासाठी प्रचतिौमी 52 रुिये दराने चकती 
खि्व येईल?

9.  एका रोडरोलरिी लांिी 2.1 मीटर असून तयािा वयास 1.4 मीटर आहे. एका मैदानािे सिाटीकरि करताना 
रोलरिे 500 िेरे िूि्व होतात, तर रोलरने चकती िौमी मैदान सिाट होईल? सिाटीकरिािा दर प्रचत िौमी  
7 रुिये दराने चकती खि्व येईल? 

qqq
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1.  भूमितीतील िूलभूत संबोध
सरावसंच 1.1

1. (i)  3  (ii) 3 (iii) 7 (iv) 1
 (v) 3 (vi) 5 (vii) 2  (viii) 7
2. (i)  6      (ii) 8      (iii) 10      (iv) 1      (v) 3      (vi)  12 
3. (i) P-R-Q      (ii) एकरेषीय नाहीत       (iii) A-C-B      (iv) एकरेषीय नाहीत 
 (v) X-Y-Z      (vi) एकरेषीय नाहीत 
4. 18 र  2      5. 25  र  9       6. (i) 4.5      (ii) 6.2      (iii) 2 7      7. चत्रकोि

सरावसंच 1.2
1. (i) नाहीत      (ii) नाहीत      (iii)  आहेत      2. 4      3. 5      4. BP < AP < AB
5. (i) चकरि RS चकंरा  चकरि RT  (ii) चकरि PQ (iii) रेख QR (iv) चकरि QR  र चकरि RQ इ.
 (v) चकरि RQ  र चकरि RT इ.     (vi) चकरि SR , चकरि ST इ.    (vii)  चिंदू  S
6. (i) चिंदू  A  र चिंदू  C , चिंदू  D र चिंदू  P (ii)  चिंदू  L र चिंदू  U , चिंदू  P चिंदू R
 (iii) d(U,V ) = 10 ,d(P,C) =6 , d(V,B) = 3 , d(U,L)=2

सरावसंच 1.3
1. (i) जर एखादा िौकोन समांतरभुज असेल तर तया िौकोनािे संमुख कोन एकरूि असतात.
 (ii) जर एखादा िौकोन आयत असेल तर तया िौकोनािे कि्व एकरूि असतात.
 (iii) जर एखादा चत्रकोि समद् चरभुज असेल तर तया चत्रकोिािा चशरोचिंदू र िायािा मधयचिंदू यांना जोडिारा 
  रेषाखंड िायाला लिं असतो.
2. (i) जर दोन रेषा र तयांिी छेचदका चदली असता होिारे वयुतक्म कोन एकरूि  असतील तर तया दोन रेषा  
  समांतर असतात.  
 (ii) दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदले असता तयार होिाऱया आंतरकोनािंी जोडी िूरक असते . 
 (iii) जर एखाद्या िौकोनािे  कि्व एकरूि असतील तर तो िौकोन आयत असतो. 

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 1

1. (i)   A    (ii)  C   (iii)  C   (iv)  C   (v)  B
2. (i) असतय      (ii) असतय      (iii) सतय     (iv) असतय
3. (i)   3   (ii)   8 (iii)  9  (iv) 2   (v)  6  (vi) 22  (vii) 165 
4. -15   र  1   (5)  (i)   10.5   (ii)    9.1   (6)  -6  र  8  

उततरसूची
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2.  सिांतर रेषा
सरावसंच 2.1

1. (i)  95°   (ii)  95°    (iii) 85°  (iv) 85°      
2. Ða = 70°, Ðb = 70°, Ðc = 115°, Ðd = 65°  
3. Ða = 135°, Ðb = 135°, Ðc = 135°
5. (i)   75°    (ii)   75° (iii) 105° (iv)  75° 

सरावसंच 2.2
1. नाही. 4. ÐABC = 130°

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 2

1. (i)   C    (ii) C    (iii) A    (iv)  B   (v)  C     4. x = 130°   y = 50°                           
5.  x = 1260°        6.  f = 100°     g = 80°

3.  मरिकोण

सरावसंच 3.1
1.  110° 2.  45° 3. 80°, 60°, 40° 4. 30°, 60°, 90°   
5.  60°, 80°, 40° 6. ÐDRE = 70°, ÐARE = 110° 
7.  ÐAOB = 125° 9.  30°, 70°, 80°

सरावसंच 3.2
1. (i) िािािा      (ii)  िाकोिा      (iii) कोिाको   (iv) कि्वभुजा   
2. (i) कोिाको, ÐBAC @  ÐQPR ,रेख AB @ रेख PQ, रेख AC @  रेख PR
 (ii) िाकोिा, ÐTPQ @  ÐTSR, ÐTQP @  ÐTRS, रेख PQ @ रेख SR
3. कि्वभुजा, ÐACB @  ÐQRP, ÐABC @  ÐQPR, रेख AC @ रेख QR
4. िािािा, ÐMLN @  ÐMPN, ÐLMN @  ÐMNP,ÐLNM @ ÐPMN

सरावसंच 3.3
1. x = 50° , y = 60°, mÐABD = 110° , mÐACD = 110° .
2. 7.5 एकक  3. 6.5 एकक  4. l(PG) = 5 सेमी , l(PT) = 7.5 सेमी

सरावसंच 3.4
1.  2 सेमी  2. 28°  3. ÐQPR, ÐPQR  4. िाजू NA, िाजू FN

सरावसंच 3.5
1. XY

LM
YZ
MN

XZ
LN

= = ,    ÐX @	ÐL,    ÐY @	ÐM,    ÐZ @	ÐN

2. l(QR) = 12 सेमी, l(PR) = 10 सेमी
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संकीण्म  प्रशनसंग्रह 3

1. (i) D  (ii) B  (iii) B

5.  चौकोन

सरावसंच 5.1

1. mÐXWZ = 135°, mÐYZW = 45° , l (WY) = 10 सेमी
2. x = 40° , ÐC = 132° ,  ÐD = 48°
3. 25 सेमी, 50 सेमी, 25 सेमी, 50 सेमी
4. 60°, 120°, 60°, 120°
6.  ÐA = 70° , ÐB = 110° , ÐC = 70° , ÐR = 110°

सरावसंच 5.3
1. BO = 4 सेमी, ÐACB = 35°
2. QR = 7.5 सेमी, ÐPQR = 105°, ÐSRQ = 75°
3. ÐIMJ = 90°, ÐJIK = 45°, ÐLJK = 45°
4. िाजू = 14.5 सेमी, िररचमती = 58 सेमी 
5. (i) असतय (ii) असतय (iii) सतय (iv) सतय  (v) सतय (vi) असतय

सरावसंच 5.4
1.  ÐJ = 127°, ÐL = 72°  2. ÐB = 108°, ÐD = 72° 

सरावसंच 5.5
1. XY = 4.5 सेमी, YZ = 2.5 सेमी, XZ = 5.5 सेमी

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 5

1. (i) D (ii) C (iii) D    2.  25 सेमी,   3. 6 5 2.  सेमी 
4. 24 सेमी, 32 सेमी, 24 सेमी, 32 सेमी 5.    PQ = 26 सेमी      6. ÐMPS = 65°

6. वतु्मळ

सरावसंच 6.1
1. 20 सेमी  2. 5 सेमी  3. 32 एकक 4. 9 एकक

सरावसंच 6.2
1. 12 सेमी  2. 24 सेमी 

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 6
1. (i) A (ii) C (iii) A (iv) B (v) D (vi) C (vii) D     2.    2ः1  4. 24 एकक
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7. मनददेिक भूमिती

सरावसंच 7.1
1. चिंदू A ः िरि II, चिंदू B ः िरि III, चिंदू K ः िरि I, चिंदू D ः िरि I
 चिंदू E ः िरि I, चिंदू F ः िरि IV, चिंदू G ः िरि IV, चिंदू H ः Y-अक्
 चिंदू M ः X-अक्, चिंदू N ः Y-अक्, चिंदू P ः Y-अक्, चिंदू Q ः िरि III
2. (i) िरि I (ii) िरि III (iii) िरि IV (iv) िरि II

सरावसंच 7.2
1.  िौरस 2. x = -7 3. y = -5 4. x  = -3     5. 4 एकक
6. (i) Y-अक् (ii) X-अक् (iii) Y-अक् (iv) X-अक्
7. X अक्ाला (5,0) , Y  अक्ाला (0,5)
8. (-4,1),  (-1.5, 1), (-1.5,5), (-4,5)

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 7

1. (i) C       (ii) A      (iii) B       (iv) C       (v) C      (vi) B     2. (i) Q (2,2), R(4,-1)     
 (ii) T(0,-1), M(3,0)     (iii) चिंदू S     (iv) चिंदू O     3. (i) िरि IV     (ii) िरि III     
 (iii) िरि II     (iv) िरि II      (v) Y अक्     (vi) X अक्      5. (i) 3     
 (ii) P(3,2), Q(3,-1), R (3,0)     (iii) 0 6. दोन रेषा. y = 5, y = -5     7. |a|

8.  मरिकोणमिती

सरावसंच 8.1

1. (i) QR
PQ

 (ii) QR
PQ

 (iii) QR
PR

 (iv) PR
QR

2. (i) a
c

 (ii) b
a

 (iii) b
c

 (iv) a
b

3. (i) MN
LN

 (ii) LM
LN

 (iii) LM
MN

 (iv) MN
LN

4. (i) PQ
PR

RQ
PR

PQ
RQ

, ,  (ii) QS
PS

PQ
PS

QS
PQ

, ,

सरावसंच 8.2

1. sin q		ः 12
37

, 1
2

, 2
3

, 21
29

, 8
17

, 1
3

  ; cos q	ः 60
61

, 1
2

, 3
2

, 20
29

, 15
17

, 4
5

, 2 2
3

 tan q		ः 12
35

, 11
60

, 1
3

, 2 , 3
4
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2.  (i) 11
2

 (ii) 
93
20       (iii) 5 (iv) 2 3

3 1+
 (v) 3

4
 (vi) 

3
2  3. 3

5
        4. 8

17

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 8

1. (i) A (ii) D  (iii) C (iv) D

2. sin T = 12
13

, cos T = 5
13

, tan T = 12
5

, sin U = 5
13

, cos U = 12
13

, tan U = 5
12

3. sin Y = 8
17

, cos Y = 15
17

, tan Y = 
8
15 , sin Z = 15

17
, cos Z = 8

17
, tan Z = 15

8

4. sin q	= 7
25

, tan q	= 7
24

, sin2 q = 49
625

, cos2 q = 576
625

5. (i) 70   (ii) 60  (iii) 50

9.  पृष्ठफळ व घनफळ

सरावसंच 9.1
1. 640 िौसेमी, 1120 िौसेमी 2. 20 एकक  3. 81 िौसेमी, 121.50 िौसेमी

4. 3600 िौसेमी    5. 20 मी  6. 421.88 घसेमी

7. 1632.80 िौसेमी, 4144.80 िौसेमी  8. 21 सेमी

सरावसंच 9.2

1. 5 सेमी 2. 36960 घसेमी 3. 10 सेमी, 6 सेमी 4. ` 2640
5.  15 सेमी 6. 8  सेमी 7. 550 िौसेमी 8. 2816 िौसेमी, 9856 घसेमी 
9. 600 घमी 10. 28.51 घमी, 47.18 िौमी

सरावसंच 9.3
1. (i) 200.96 िौसेमी, 267.95 घसेमी (ii) 1017.36 िौसेमी, 3052.08 घसेमी
 (iii) 153.86 िौसेमी, 179.50 घसेमी
2. 157 िौसेमी, 235.5 िौसेमी 3.  14130 घसेमी  4.  5544 िौसेमी 5.  60 सेमी

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 9

1.   1980 िौमी  2.   96801.6 घसेमी  3.   12 मी, 13 मी
4.   6 सेमी   5.   1728 घसेमी  6.   179.67 घसेमी
7.   21 सेमी   8.   132 िौमी, ` 6864 9.   4620 िौमी, ` 32340

qqq



61.00


	COVER1
	PAGES

