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· दो त्रिभुजों के क्षेरिफल का अनुपात · समानुपात का मूलभूत प्रमषेय

· समानुपात के मूलभूत प्रमषेय का त्िलोम · त्रिभुज के कोण समद ्त्िभाजक का गुणधम्म

· तीन समांतर रषेखा तथा त्तय्मक रषेखा द्ारा बनषे अंत:खंडों का गुणधम्म

· त्रिभुजों की समरूपता की कसौटी · समरूप त्रिभुजों के क्षेरिफल का गुणधम्म

उदाहरण D ABC का आधार  BC तथा ऊँचाई AD 
है ।
D PQR का आधार QR तथा ऊँचाई PS 

है ।

A(D ABC) 
A(D PQR) 

  =

1
2

 ́  BC ́  AD

1
2

 ´ QR ´ PS 

A
P

B QD SC R
आकृति 1.1 आकृति 1.2

थोड़ा याद करें

हमनषे अनुपात तथा समानुपात का अधययन त्कया है । a और b इन दो संखयाओं का अनुपात m
n

 है, इस कथन

को a और b दोनों संखयाएँ mःn के अनुपात में हैं, ऐसा भी त्लखा जाता है ।

इस संकलपना के त्लए हम सामानयत: धनातमक िासतत्िक संखया का त्िचार करतषे हैं । हमें यह ज्ात है त्क

रषेखाखंडों की लंबाई और त्कसी आकतृ्त का क्षेरिफल धनातमक िासतत्िक संखया होती है ।

हमें त्रिभुजों के क्षेरिफल के सूरि की जानकारी है ।

त्रिभुज का क्षेरिफल  = 
1
2  आधार ´ ऊँचाई

आओ जानें

दो तरिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपाि ( Ratio of areas of two triangles)

त्कनहीं दो त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात ज्ात करेंगषे ।

1 समरूपिा

आओ सीखें
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  \  A(D ABC) 
A(D PQR) 

  =  
BC ́  AD 
QR ´ PS 

  इस आधारपर दो त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात उनके आधारों और संगत ऊँचाइयों के गुणनफलों के  

  अनुपात के बराबर होता है ।

  यत्द एक  त्रिभुज  का आधार b1 तथा ऊँचाई h1 और दूसरषे त्रिभुज का आधार b2 तथा ऊँचाई h2 हो 

  तो उनके क्षेरिफलों का अनुपात = 
b1 ´ h1

b2 ´ h2

  इन दो त्रिभुजों के संबंध में कुछ शतते रखकर दषेखखयषे ।

शि्त 1 ः दोनों त्रिभुजों की ऊँचाई समान होनषेपर

    
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
BC ´ h
QR ́  h  = 

BC 
QR 

 

  \ 
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
b1 
b2

गुणधम्त ः समान ऊँचाई िालषे दो त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात उनके संगत आधारों के अनुपात के बराबर होता  
  है ।

शि्त 2 ः दोनों त्रिभुजों के आधार समान होनषेपर -

आकृति 1.5

C

A D

P

Q B

h2

h1   A(D ABC) 
A(D APB) 

 = 
AB ́  h1

AB ́  h2

 

    

 \ A(D ABC) 
A(D APB) 

 = 
h1

h2

गुणधम्त ः समान आधारिालषे दो त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात उनकी संगत ऊँचाइयों के अनुपात के बराबर होता  
  है ।

आकृति 1.4आकृति 1.3

A P

B QD SC R

h h

b1 b2
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कृति ः

  नीचषे दी गई ररक्त चौखटें भररए ।

(i)          (ii)

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

उदा. (1)    

A( D ABC) 
A( D APQ) 

 = 
  ́   
  ́  

 =  A(D LMN) 
A(D DMN) 

 = 
  ́   
  ́  

 = 

आकृति 1.6

A

B P QR C

आकृति 1.7

(iii)  त्बंदु M यह रषेख AB का मधय त्बंदु है । 

  रषेख CM यह D ABC की माखधयका है ।

  \ A(D AMC)
A(D BMC)

  =  

     =  =  

  कारण त्लखखए । आकृति 1.8

C

A BM

संलग्न आकृत्त में, 

रषेख  AE ^ रषेखा BC, रषेख DF ^ रषेखा BC 

AE = 4, DF = 6  तो  
A(D ABC)
A(D DBC)  का मान ज्ात 

कीत्जए ।

आकृति 1.9

A

D

B E FC

हल ः A(D ABC)
A(D DBC) 

 = 
AE
DF 

 .......... समान आधारिालषे त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात उनकी संगत  

       ऊँचाई के अनुपात के बराबर होता है ।

   = 4
6

 = 2
3

      

D

P

L

M NQ
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हल ः त्बंदु A यह D ABD, D ADC तथा 

  D  ABC का सामानय शीर्मत्बंदु है । इन  

  तीनों त्रिभुजों का आधार एक ही रषेखा पर है 

  अथा्मत तीनों त्रिभुजों की ऊँचाई समान है ।

  BC = 15,  DC = 6  \ BD = BC - DC = 15 - 6 = 9

  
A(D ABD)
A(D ABC) 

 = 
BD
BC 

 .......... ऊँचाई समान है इसत्लए क्षेरिफल आधार के अनुपात में 

          =  
9

15  =    
3
5                       

  A(D ABD)
A(D ADC) 

 = 
BD
DC 

 .......... ऊँचाई समान है इसत्लए क्षेरिफल आधार के अनुपात में

        =    
9
6   = 

3
2  

उदा. (3)

आकृति 1.10

आकृति 1.11

D CB P

A

उदा. (2)  D ABC में भुजा BC पर त्बंदु D इस प्रकार है त्क DC = 6, BC = 15 

  A(D ABD) : A(D ABC) और A(D ABD) : A(D ADC) का मान ज्ात कीत्जए ।

A D

CB P

c ABCD एक समांतर चतुभु्मज है । भुजा BC पर कोई 

त्बंदु P खसथत है, तो समान क्षेरिफलिालषे त्रिभुजों की दो 

जोत्ियाँ बनाइए ।

हल ः c  ABCD एक समांतर चतभुु्मज है ।

  \ AD || BC  तथा AB || DC

  D ABC  तथा  D BDC पर त्िचार कीत्जए ।

  यह त्रिभुज दो समांतर रषेखाओं के मधय खींचषे गए हैं । इसत्लए समांतर रषेखाओं के बीच की दूरी ही इन  

  दोनों त्रिभुजों की ऊँचाई होगी । 

  D ABC तथा D BDC में आधार BC समान है तथा ऊँचाई भी समान है ।

  \ A(D ABC) = A(D BDC)

  D ABC तथा D ABD में आधार AB समान है तथा ऊँचाई भी समान है । 

  \ A(D ABC) = A(D ABD)
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उदा. (4)  
संलग्न आकृत्त में D ABC की भुजा AC पर त्बंदु D 

इस प्रकार है त्क AC = 16, DC = 9,

BP ^ AC, तो त्नमनत्लखखत अनुपात ज्ात कीत्जए । 

(i) 
A(D ABD)
A(D ABC)          (ii)  

A(D BDC)
A(D ABC)                 

(iii) 
A(D ABD)
A(D BDC)    

B

P

D

A

C
आकृति 1.12

हल ः D ABC में भुजा AC पर त्बंदु P तथा त्बंदु D हैं । इसत्लए D ABD, D BDC, D ABC, D APB 
  का सामानय शीर्मत्बंदु B पर त्िचार करें तो उनकी AD, DC, AC, AP आत्द भुजाएँ एक ही रषेखा पर  
  खसथत हैं । इन सभी त्रिभुजों की ऊँचाई समान है । इसत्लए इन त्रिभुजों का क्षेरिफल उनके आधारों के  
  अनुपात में है । 
  AC = 16, DC = 9, 

  \ AD = 16 - 9 = 7

  \  
A(D ABD)
A(D ABC) 

 = 
AD
AC 

 = 
7

16  . . . . . . . . (समान ऊँचाईिालषे त्रिभुज)

    
A(D BDC)
A(D ABC) 

 = 
DC
AC 

 = 9
16

 . . . . . . . . (समान ऊँचाईिालषे त्रिभुज)

    A(D ABD)
A(D BDC) 

 = 
AD
DC 

 = 7
9

  . . . . . . . . (समान ऊँचाईिालषे त्रिभुज)

इसषे धयान में रखें

· दो त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात उन त्रिभुजों के संगत आधार तथा संगत ऊँचाइयों के गुणनफल  

 के अनुपात के बराबर होता है ।

· समान ऊँचाई िालषे त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात उनके संगत आधारों के अनुपात के बराबर होता है । 

· समान आधारिालषे त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात उनकी संगत ऊँचाइयों के अनुपात के बराबर होता है । 

1. यत्द त्कसी त्रिभुज का आधार 9 और ऊँचाई 5 है । दूसरषे त्रिभुज का आधार 10 और ऊँचाई 6 हो तो त्रिभुजों के 

क्षेरिफलों का अनुपात ज्ात कीत्जए ।

प्रशनसंग्रह 1.1
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2. संलग्न आकृत्त 1.13 में BC ^ AB,  

 AD ^ AB, BC = 4, AD = 8 तो

 
A(D ABC)
A(D ADB) 

 का मान ज्ात कीत्जए ।

4. संलग्न आकृत्त 1.15 में AP ^ BC, 

 AD || BC, तो A(D ABC) ः A(D BCD) 

का मान ज्ात कीत्जए ।

आकृति 1.15

3. संलग्न आकृत्त 1.14 में रषेख PS ^ रषेख RQ   

रषेख QT ^ रषेख PR । यत्द RQ = 6, PS = 6, 

PR = 12, तो QT का मान ज्ात कीत्जए । 

5. संलग्न आकृत्त 1.16 में, PQ ^ BC,   

AD ̂  BC तो त्नमनत्लखखत अनुपात ज्ात कीत्जए । 

(i) A(D PQB)
A(D PBC) 

        (ii) 
A(D PBC)
A(D ABC)   

(iii) 
A(D ABC)
A(D ADC)       (iv)  

A(D ADC)
A(D PQC)       आकृति 1.16

D

C

A B

आकृति 1.13

आकृति 1.14

P

Q

T

R S

P

A

B C

D

P

Q

A

B CD
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आओ जानें

समानुपाि का मूलभूि प्रमषेय (Basic Proportionality Theorem)  

प्रमषेय ः यतद तकसी तरिभुज की तकसी एक भुजा के समािंर खींची गई रषेखा उसकी अनय दो भुजाओं को दो  
  तभन्न तिंदुओं पर प्रतिच ष्ेतदि करषे िो वह रषेखा अनय दो भुजाओं को समान अनुपाि में तवभातजि करिी  
  है ।
दति  ः D ABC में रषेखा l ||  भुजा BC 
   और रषेखा l यह भुजा AB को त्बंदु P पर  

  तथा भुजा AC को त्बंदु Q पर  
  प्रत्तचछषेत्दत करती है ।

साधय  ः AP
PB 

 = AQ
QC 

 

रचना ः रषेख PC तथा रषेख BQ खींत्चए ।

उपपतति ः D APQ तथा  D PQB  समान ऊँचाई िालषे त्रिभुज हैं ।  

  \ A(D APQ)
A(D PQB) 

 = 
AP
PB 

   .......... (आधार के अनुपात में क्षेरिफल) ..... (I)

  इसी प्रकार  A(D APQ)
A(D PQC) 

 = 
AQ
QC 

  .......... (आधार के अनुपात में क्षेरिफल) ..... (II)

  D PQB तथा D PQC में रषेख PQ सामानय आधार है । रषेख PQ || रषेख BC 
  इसत्लए D PQB तथा D PQC की ऊँचाई समान है ।
  A(D PQB) = A(D PQC) .......... (III)

  A(D APQ)
A(D PQB) 

 = 
A(D APQ)
A(D PQC) 

     .......... [(I), (II) तथा (III)] सषे

  \ AP
PB 

 = AQ
QC 

         .......... [(I) तथा (II)] सषे

समानुपाि के मूलभूि प्रमषेय का तवलोम (converse of B.P.T.)

प्रमषेय ः यतद कोई रषेखा तकसी तरिभुज की दो भुजाओं को समान अनुपाि में तवभातजि करिी है, िो वह रषेखा  
  उस तरिभुज की िीसरी भुजा के समांिर होिी है ।

  आकृत्त 1.18 में रषेखा l यह D ABC की भुजा AB और भुजा AC को क्रमश: त्बंदु P और Q पर  

  प्रत्तचछषेत्दत करती है । और AP
PB 

 = 
AQ
QC

 तो रषेखा l || रषेख BC

आकृति 1.17

P Q

A

B C

l
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  इस प्रमषेय की उपपखतत अप्रतयक् पद्धत्त सषे  

  दषे सकतषे हैं । 

कृति ः
 ·  त्कसी एक D ABC की रचना कीत्जए ।
 · त्रिभुज के Ð B को समद ्त्िभात्जत कीत्जए ।  
  िह AC को त्जस त्बंदु पर प्रत्तचछषेत्दत करती  
  है उसषे D नाम दीत्जए ।

 · भुजा नापकर त्लखखए  ।
  AB =  सषेमी     BC =  सषेमी 
  AD =  सषेमी    DC =  सषेमी

 · 
AB
BC 

 तथा 
AD
DC  का अनुपात ज्ात कीत्जए ।

A

B C

D

आकृति 1.19

दति  ः D ABC में Ð C का समद् त्िभाजक रषेख AB को  
  त्बंदु E पर प्रत्तचछषेत्दत करता है ।

साधय  ः  AE
EB

 = 
CA
CB

रचना ः  त्बंदु B सषे, त्करण CE के समांतर एक रषेखा खींत्चए जो  
  त्करण AC को त्बंदु D पर प्रत्तचछषेत्दत करती हो । A B

C

D

E

आकृति 1.20

आकृति 1.18

A

B C

QP l

 · दोनों अनुपात लगभग  समान होतषे हैं, यह समझ में आता है ।
 ·  त्रिभुज के अनय कोणों को समद् त्िभात्जत कीत्जए तथा उपयु्मक्त त्ित्ध सषे अनुपात ज्ात कीत्जए । यह अनुपात  

  भी समान आतषे हैं इसषे समत्झए ।

आओ जानें

तरिभुज के कोण समद् तवभाजक का प्रमषेय ( Theorem of angle bisector of a triangle)                  

प्रमषेय ः तकसी तरिभुज में कोण का समद ्तवभाजक, कोण की सममखु भुजा को अनय भुजाओं की लिंाइयों  
  के अनुपाि में तवभातजि करिा है ।
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P

A

B

C
N

M

आकृति 1.22

उपपतति ः  त्करण CE || त्करण BD और रषेख AD त्तय्मक रषेखा है ।
   \  Ð ACE = Ð CDB   .......... (संगत कोण)       ...(I)
   अब BC को त्तय्मक रषेखा मानकर     
    Ð ECB = Ð CBD   .......... (एकांतर  कोण)      ...(II)

   परंतु Ð ACE @ Ð ECB   .......... (दतत)          ...(III)

   \ Ð CBD @ Ð CDB    .......... [कथन (I), (II) तथा (III) सषे]

   D CBD में, भुजा CB @ भुजा CD   .......... (सिाांगसम कोणों की सममुख  भुजाएँ)

   \ CB = CD     ...(IV)

   अब, D ABD में रषेख EC || भुजा BD .......... (रचना)

   \  AE
EB

 = 
AC
CD

    .......... (समानुपात का मूलभूत प्रमषेय)    ...(V)

   \ AE
EB

 = 
AC
CB

    .......... [कथन (IV) तथा (V) सषे]

(1) समान ऊँचाई िालषे त्रिभुजों के क्षेरिफल  
 उनके संगत आधारों के अनुपात के बराबर 

 होतषे हैं इसका उपयोग कीत्जए ।

A

B CD

N

M

आकृति 1.21

अतधक जानकारी हषेिू  ः

उपयु्मक्त प्रमषेय की उपपखतत दूसरषे प्रकार सषे सियं त्लखखए ।
इसके त्लए आकृत्त 1.21 में दशा्मए अनुसार D ABC की रचना कीत्जए और DM ^ AB तथा DN ^ AC  

      खींत्चए । 

(2) कोण के समद् त्िभाजक पर खसथत प्रतयषेक 
 त्बंदु कोण के भुजाओं सषे समदूरसथ होता  

 है । इस गुणधम्म का उपयोग कीत्जए ।

और
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प्रमषेय ः तकसी तिय्तक रषेखा द ्वारा तकनहीं िीन समांिर  रषेखाओं पर तनतम्ति अिं:खंण्डों का अनुपाि तकसी अनय 
  तिय्तक रषेखा द्ारा उनहीं िीन समांिर रषेखाओं पर तनतम्ति अंि:खण्डों के अनुपाि के िरािर होिा है ।

दति ः रषेखा l || रषेखा m || रषेखा n
  t1 तथा t2  उनकी त्तय्मक रषेखाएँ है । 
  त्तय्मक रषेखा t1 यह इन रषेखाओं 
  को क्रमश: त्बंदु A,  B तथा C पर 
  प्रत्तचछषेत्दत करती है । त्तय्मक रषेखा t2 यह
  इन रषेखाओं को क्रमश: त्बंदु P, Q, तथा R 
                पर प्रत्तचछषेत्दत करती है ।

साधय ः 
AB
BC 

  =  
PQ
QR 

कृति ः
· तीन समांतर रषेखाएँ खींत्चए ।
· उनहषे l, m, n नाम दीत्जए ।
· t1 तथा  t2 दो त्तय्मक रषेखाएँ खींत्चए ।
· त्तय्मक रषेखा t1 पर AB तथा BC अंत:खंड हैं ।
· त्तय्मक रषेखा t2 पर PQ तथा QR अंत:खंड हैं ।

उपपतति ः रषेख PC खींचाषे । यह रषेखाखंड रषेखा m को त्बंदु D पर प्रत्तचछषेत्दत करती है ।
   D ACP में, BD || AP

              \  
AB
BC 

 = PD
DC 

. . . . . (I)  (समानुपात का मूलभूत प्रमषेय)

       D CPR  मषे  DQ || CR

             \  
PD
DC 

 = 
PQ
QR 

. . . . . (II) (समानुपात का मूलभूत प्रमषेय)

             \  
AB
BC 

 = 
PD
DC 

 = 
PQ
QR 

.. . . . . (I) तथा (II) सषे       \  
AB
BC 

 = 
PQ
QR 

तरिभुज के कोण समद् तवभाजक के प्रमषेय का तवलोम (Converse of angle bisector of triangle)

 D ABC में त्बंदु D भुजा BC पर इस प्रकार है, त्क  
AB
AC 

 = 
BD
DC 

, तो त्करण AD यह Ð BAC  
 की समद् त्िभाजक होती है ।

P

Q

A l
B m

C n

t1

R

t2

· 
AB
BC 

  तथा  
PQ
QR 

 के अनुपात ज्ात कीत्जए । यह दोनों अनुपात लगभग समान होतषे हैं । इसषे समत्झए ।

आकृति 1.23

P

Q

A l

B m

C n
D

t1

t2

R

आकृति 1.24

िीन समांिर रषेखाएँ िथा उनकी तिय्तक रषेखा का गुणधम्त 
(Property of three parallel lines and their transversal)
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आकृति 1.27

(1) समानुपात का मूलभूत प्रमषेय

 D ABC में यत्द B-P-A; B-Q-C

  रषेख PQ || रषेख AC हो 

 तो BP
PA 

 = BQ
QC

 

(3) त्रिभुज के कोण समद ्त्िभाजक का प्रमषेय

 यत्द D ABC में रषेख BD यह Ð ABC की 

 समद ्त्िभाजक हो और A-D-C हो,

 तो  
AB
BC 

 = AD
DC 

 

(4) तीन समांतर रषेखाओं तथा उनकी त्तय्मक रषेखा  
 का गुणधम्म
 यत्द रषेखा AX || रषेखा BY ||  रषेखा CZ और  

 त्तय्मक रषेखाएँ l तथा m क्रमश: A,B,C तथा 

 X,Y,Z में प्रत्तचछषेत्दत करती हो, तो

 
AB
BC 

 = 
XY
YZ 

  

आकृति 1.25

P

Q

A

B C

X Y

A lB

m

C

Z

A

B C

D

(2) समानुपात के मूलभूत प्रमषेय का त्िलोम

 D PQR में यत्द P-S-Q; P-T-R

 तथा 
PS
SQ

 = 
PT
TR 

 तो रषेख ST || रषेख QR.

आकृति 1.28

आकृति 1.26

P

Q

TS

R

                
इसषे धयान में रखें
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������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

उदा (1)  D ABC में DE || BC
  DB = 5.4 सषेमी, AD = 1.8 सषेमी
  EC = 7.2 सषेमी तो AE का मान ज्ात कीत्जए । 

हल ः D ABC में  DE || BC 

  \  AD
DB 

 = AE
EC 

 ..... (समानुपात का मूलभूत प्रमषेय)

  \ 1 8
5 4
.
.

 = AE
7.2 

  

  AE ´ 5.4 = 1.8 ´ 7.2

  AE = 
1 8 7 2

5 4
. .

.
´

   = 2.4

  AE = 2.4 सषेमी

उदा. (2)  D PQR में रषेख RS यह  Ð R की समद ्त्िभाजक है ।
         PR = 15, RQ = 20, PS = 12
  तो  SQ का मान ज्ात कीत्जए ।

हल ः D PRQ में रषेख RS यह Ð R की समद ्त्िभाजक है । 

             
PR
RQ 

 = 
PS
SQ 

 . . . . . . ( कोण समद ्त्िभाजक का प्रमषेय)

      15
20

 = 
12
SQ 

  

    SQ = 
12 ´ 20

15
 = 16

  \   SQ = 16

P

Q

O O

R

S

कृति ः संलग्न आकृत्त में AB || CD || EF 
यत्द AC = 5.4, CE = 9, BD = 7.5 तो चौखटों 
को भरकर DF का मान ज्ात कीत्जए ।

हल ः AB || CD ||  EF

  AC
 
 = DF  . . . . . ( )

  
5 4
9
.

 = DF    \ DF = 

A B

C D

E F

आकृति 1.30

आकृति 1.31

आकृति 1.29

A

B C

D E
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कृति   

D ABC में त्करण BD यह Ð ABC की समद् त्िभाजक 

है । रषेख A-D-C, रषेख DE || भुजा BC, A-E-B 

तो त्सद्ध  कीत्जए त्क,  AB
BC 

 = 
AE
EB 

   

आकृति 1.33

आकृति 1.32

आकृति 1.34 आकृति 1.35

A

B C

DE

आकृति 1.36

P

Q R3.5 1.5

37

M

P

Q

R

M

3.
6

4

9

10

2. D PQR में  PM = 15, PQ = 25, 

 PR = 20, NR = 8 तो बताइए रषेख NM 

 भुजा RQ के समांतर है कया? कारण त्लखखए ।

P

QR

N M

P

Q

R
6

8

10

7
M

उपपतति ः D ABC में त्करण BD यह Ð B की समद ्त्िभाजक है ।

      \ AB
BC 

 = AD
DC 

  .......... (कोण समद ्त्िभाजक प्रमषेय) .......... (I)

  D ABC में DE || BC

       AE
EB 

 = AD
DC 

   .......... ( ) .......... (II)

     
AB

 = 
EB 

  .......... (I) तथा (II) सषे

प्रशनसंग्रह 1.2

1. नीचषे कुछ  त्रिभुज  और उनके रषेखाखंडों की लंबाई दी गई है । इस आधार पर पहचात्नए त्क त्कस आकृत्त में  
 त्करण PM यह Ð QPR की समद् त्िभाजक है ।

(1)  (2) (3)
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3.  D MNP में रषेख NQ यह Ð N की  

  समद् त्िभाजक है । यत्द MN = 5, PN = 7, 

  MQ = 2.5 तो QP का मान ज्ात कीत्जए ।

6.  आकतृ्त 1.40  में दी गई जानकारी के आधार पर  

 QP का मान ज्ात कीत्जए ।

7.  संलग्न आकृत्त 1.41 में AB || CD || FE  

  तो x तथा AE का मान ज्ात कीत्जए ।

आकृति 1.37

आकृति 1.38

आकृति 1.39

आकृति 1.40

P Q

A

B C
60°

60°

P

Q N

M

2.5
5

7

P Q

A B

CD

4.  आकृत्त 1.38 में कुछ कोणों के माप त्दए गए हैं  ।  

 इनके आधार पर त्सद ्ध कीत्जए त्क,

  
AP
PB 

 = AQ
QC 

5.  समलंब चतभुु्मज ABCD में, 

  भुजा AB || भुजा PQ || भुजा DC, यत्द  

 AP = 15, PD = 12, QC = 14 तो BQ का  

 मान ज्ात कीत्जए ।

P

Q

N

M

40

25

14

A
x

B

C

D

E

F8

12

4

आकृति 1.41
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8.  D LMN में त्करण MT यह Ð LMN की  

 समद ्त्िभाजक है । 

  LM = 6, MN = 10, TN = 8 तो LT का  

 मान ज्ात कीत्जए ।

9.  D ABC में रषेख BD यह Ð ABC की  

 समद् त्िभाजक है, यत्द AB = x, BC = x + 5  

 AD = x – 2, DC = x + 2 

  तो x का मान ज्ात कीत्जए ।

10. संलग्न आकृत्त 1.44 में त्रिभुज के अंत:भाग में  

 खसथत एक त्बंदु X है । त्बंदु X को त्रिभुज के  

 शीर्मत्बंदुओं सषे जोिा गया है । इसी प्रकार रषेख  

 PQ || रषेख DE, रषेख QR || रषेख EF, तो रषेख  

 PR || रषेख DF को त्सद्ध  करनषे के त्लए  

 त्नमनत्लखखत चौखटों को पूरा कीत्जए । 

P

X

Q
FE

D

R

आकृति 1.42

T

L

NM

6

10

8

A

x

x - 2

x + 2

x + 5B C

D

आकृति 1.43

आकृति 1.44

उपपतति ः D XDE में PQ || DE  ..........  

    \ XP
 
  = 

QE 
 .......... (I) (समानुपात का मूलभूत प्रमषेय )

    D XEF में QR || EF  .......... 

    \  =   ..........(II)  

   

    \  =    .......... कथन (I) तथा (II) सषे

    \ रषेख PR || रषेख DF  .......... (समानुपात के मूलभूत प्रमषेय का त्िलोम )

11«.  D ABC में AB = AC, Ð B तथा Ð C के समद् त्िभाजक भुजा AC तथा भुजा BC को क्रमश:  

  त्बंदु D तथा E पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं । तो त्सद्ध कीत्जए त्क रषेख ED || रषेख BC आ.1.54
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समरूप तरिभुज (Similar triangles)

D ABC तथा D DEF में यत्द Ð A @ Ð D, 
Ð B @ Ð E, Ð C @ Ð F   

और   AB
DE 

 = BC
EF 

 = AC
DF 

  

तो D  ABC तथा D DEF यह त्रिभुज समरूप होतषे हैं ।आकृति 1.45

A

B C

D

E F

आकृति 1.46

P

A

QB RC

  D ABC तथा D DEF समरूप है इसषे D ABC ~ D DEF के रूप में त्लखा जाता है । 

आओ जानें

तरिभुजों की समरूपिा की कसौतियाँ (Tests for similarity of triangles)

दो त्रिभुज समरूप हों इसके त्लए उनकी तीनों संगतभुजाएँ समानुपात में हों और तीनों संगत  कोणों का सिाांगसम 

होना अत्निाय्म होता है । परंतु इन छह शततों में सषे त्कसी भी तीन त्ित्शष्ट शततों की पतू्त्म हो जानषे पर शषेर सभी शततें अपनषे 

आप पूरी हो जाती हैं । अथा्मत दो त्रिभुजों के समरूप होनषे त्लए कोई भी तीन त्ित्शष्ट शततें ही पया्मप्त होती हैं । इन 

तीनों शततों को जाँच कर यह त्नख्चत त्कया जा सकता है त्क त्दए गए दोनों त्रिभुज समरूप हैं । इन पया्मप्त शततों को 

‘समरूपता की कसौटी’ कहतषे हैं । अथा्मत िषे दो त्रिभुज समरूप हैं यह त्नख्चत करनषे के त्लए उन त्ित्शष्ट  शततों को 

खोजना पया्मप्त होता है । 

समरूपिा की कोकोको कसौिी (AAA test for similarity of triangles)

दो त्रिभुजों के शीर्मत्बंदुओं की दी गई एकैकी संगत्त के अनुसार बननषे िालषे तीनो संगत कोण यत्द सिाांगसम हों 

तो िषे दोनों त्रिभुज समरूप होतषे हैं ।       

      D ABC तथा D PQR में  ABC « PQR 
इस संगत्त में यत्द Ð A @ Ð P,  Ð B @ Ð Q,  
Ð C @ Ð R तो D ABC ~ D PQR.

थोड़ा याद करें
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अतधक जानकारी हषेिू ः  

कोकोको कसौिी की उपपतति

दति ः D ABC तथा D PQR में,
   Ð A @ Ð P, Ð B @ Ð Q,
  Ð C @ Ð R.

साधय ः D ABC ~ D PQR

उपपतति ः माना D ABC यह D PQR सषे बिा है । अब AB पर त्बंदु M, AC पर त्बंदु N इसप्रकार  

  लीत्जए त्क, AM = PQ और AN = PR । इस आधारपर त्दखाइए त्क, 

  D AMN @ D PQR  । इस आधारपर MN || BC त्दखा सकतषे हैं । 

  अब समानुपात के मूलभूत प्रमषेय का उपयोग कर 
AM
MB

 = AN
NC

 

  अथा्मत, 
MB
AM

 = NC
AN

   .......... (त्िपय्मसथानुपात की त्क्रया सषे)

  
MB + AM 

AM
 = 

NC + AN 
AN

  .......... (योगानुपात की त्क्रया सषे) 

   \ 
AB
AM

 = AC
AN

   \ 
AB
PQ

 = AC
PR

 इसी प्रकार 
AB
PQ 

 = BC
QR

 यह त्दखा सकतषे है ।

    \  
AB
PQ 

 = BC
QR

 = AC
PR

 त्मलता है । \ D ABC ~ D PQR

आकृति 1.47

NM

P

Q

A

B C

R

समरूप तरिभुजों की कोको कसौिी (A A test for similarity of triangles) 

दो त्रिभुजों के शीर्म त्बंदुओं की दी गई त्कसी एकैकी संगत्त के अनुसार एक त्रिभुज  के दो कोण यत्द दूसरषे त्रिभुज 

के दो संगत कोणों के सिाांगसम हों तो पहलषे त्रिभुज  का तीसरा कोण  दूसरषे त्रिभुज  के तीसरषे कोण के सिाांगसम होता 

है, यह हमें ज्ात है । 
इसत्लए त्कसी एक त्रिभुज के दोनों कोण दूसरषे त्रिभुज  के दो संगत  कोणों के सिाांगसम हों तो यह शत्म दो त्रिभुजों 

के समरूप होनषे के त्लए पया्मप्त होती है । इस शत्म को समरूपता की कोको कसौटी कहतषे हैं ।
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समरूपिा की भु को भु कसौिी (SAS test for similarity of triangles)

           दो त्रिभुजों के शीर्मत्बंदुओं की दी गई त्कसी एकैकी संगत्त के अनुसार यत्द उनकी संगत भुजाओं की दो जोत्ड़याँ 
समानुपात में हों और उन भुजाओं में समात्िष्ट कोण सिाांगसम हों तो िषे दोनों त्रिभुज समरूप होतषे हैं । समरूपता की 

इस कसौटी को भुकोभु कसौटी कहतषे हैं । 

आकृति 1.49

आकृति 1.50

उदाहरणाथ्म,  D KLM तथा  D RST में 

  यत्द Ð KLM @ Ð RST

  
KL
RS 

 = 
LM
ST

 

  तो D KLM  ~  D RST
आकृति 1.48

L SM
1

T2

K
1.5

3

R

समरूपिा की भु भु भु कसौिी ( SSS test for similarity of triangles )

 दो त्रिभुजों के शीर्मत्बंदुओं की दी गई त्कसी एकैकी संगत्त के अनुसार जब एक त्रिभुज की तीनों भुजाएँ दूसरषे 

त्रिभुज की तीनों भुजाओं के समानुपात में हो तो िषे त्रिभुज समरूप होतषे हैं । समरूपता की इस कसौटी को भु भु भु कसौटी 

कहतषे हैं ।
उदाहरणाथ्म, D PQR तथा D XYZ में यत्द

  
PQ
YZ 

 = QR
XY 

 = 
PR
XZ 

  

  तो D PQR ~ D ZYX

Z

L

M

X

Y N

Z

P
X

Q

Y
R

उदा. (1)  D XYZ में Ð Y = 100°, 
  Ð Z = 30°, 
  D LMN में Ð M = 100°, 
  Ð N = 30°,तो कया D XYZ तथा 

  D LMN समरूप है? यत्द हों तो त्कस 

  कसौटी के अनुसार?                                                                

समरूप तरिभुजों के गुणधम्त ः

(1) D ABC ~ D ABC - पराित्मकता (Reflexivity)

(2) यत्द D ABC ~ D DEF  तो D DEF ~ D ABC - समत्मत्त (Symmetry)

(3)  यत्द D ABC ~ D DEF तथा D DEF ~ D GHI तो D ABC ~ D GHI - संक्रामकता (Transitivity)

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������
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आकृति 1.51

आकृति 1.52

हल ः D XYZ तथा D LMN में, 

  ÐY = 100°, ÐM = 100° \ ÐY @ ÐM

  ÐZ = 30°, ÐN = 30° \ ÐZ @ ÐN

  \ D XYZ ~ D LMN  ..........  (को को कसौटी अनुसार)

  और Ð M @ Ð V  ......... (दतत)

  \ D PMN ~ D UVW ......... (समरूपता की भु को भु कसौटी)

20 Z 30

M

P

X

NY

14 21

N10M

P

U

WV

3

5

6

  Ð Z @ Ð P त्दया गया है । परंतु Ð Z तथा Ð P समानुपात्त भुजाओं  में समात्िष्ट कोण नहीं हैं ।

  \ D XYZ तथा D MNP समरूप हैं ऐसा नहीं कह सकतषे ।

उदा. (2)  आकृत्त में दी गई जानकारी के आधारपर  
  कया यह त्रिभुज समरूप हैं? यत्द है तो  
  त्कस कसौटी के अनुसार? 

हल ः  D PMN तथा D UVW में 

  
PM
UV 

 = 6
3

 = 2
1

, 
MN
VW 

 = 10
5

 = 
2
1

  \  PM
UV 

 = 
MN
VW 

  

उदा. (3)  आकृत्त में दी गई जानकारी के आधारपर  
  कया इन त्रिभुजों को समरूप कहा जा  
  सकता है? यत्द हाँ तो त्कस कसौटी के  
  अनुसार ?

हल ः D XYZ तथा  D MNP में

  
XY
MN  = 

14
21  = 

2
3 , 

  
YZ
NP   = 

20
30  = 

2
3

  \ XY
MN 

 = 
YZ
NP 
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उदा. (4) संलग्न आकृत्त में BP ^ AC, CQ ^ AB, A–P-C,  
A-Q-B , तो त्सद ्ध कीत्जए त्क D APB तथा D AQC समरूप हैं । 

हल  ः D APB  तथा D AQC  में 
     Ð APB = °    (I)
     Ð AQC = ° (II)
  \ Ð APB @ Ð AQC .... (I) और (II) सषे      
  Ð PAB @ Ð QAC .... ( )

  \ D APB ~ D AQC  ..... को को कसौटी

उदा. (5)  यत्द चतभुु्मज ABCD के त्िकण्म परसपर त्बंदु Q पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हों और 2QA = QC तथा  

  2QB = QD. तो त्सद् ध कीत्जए त्क, DC = 2AB ।

दति ः 2QA = QC

  2QB = QD    

साधय ः CD = 2AB   

उपपतति ः 2QA = QC  \ QA
QC 

 = 
1
2    .......... (I)

  2QB = QD \ QB
QD 

 = 
1
2    .......... (II)

   \ QA
QC 

 = 
QB
QD 

      .......... (I) तथा (II) सषे

  D AQB तथा D CQD में 

  QA
QC 

 =
QB
QD 

     .......... (त्सद्ध त्कया है ।) 

         Ð AQB @ Ð DQC    .......... (शीरा्मत्भमुख कोण)

  \ D AQB ~D CQD    .......... (समरूपता की भु को भु कसौटी)        

  परंतु AQ
CQ 

 = 
QB
QD 

 = 
AB
CD 

   .......... (संगत भुजाएँ समानुपात में)

  \ 
AQ
CQ 

 = 
1
2   \ AB

CD 
 = 

1
2    

  \ 2AB = CD

आकृति 1.54
D

Q

AB

C

P

Q

A

B C

आकृति 1.53
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आकृति 1.55

प्रशनसंग्रह 1.3

2. संलग्न आकतृ्त 1.56 में, त्दए गए त्रिभुज कया 

समरूप हैं ? यत्द हाँ तो त्कस कसौटी के अनुसार ?

3. आकृत्त 1.57 में दशा्मएअनुसार 8 मीटर तथा 4 

मीटर ऊँचाईिालषे दो खंभषे समतल जमीन पर खिषे हैं । 

सूय्म के प्रकाश सषे छोटषे खंभषे की परछाई 6 मीटर 

होती हो तो उसी समय बिषे खंभषे की परछाईं की 

लंबाई त्कतनी होगी ?

आकृति 1.56

आकृति 1.57

4. D ABC में AP ^ BC, BQ ^ AC

 B- P-C, A-Q - C  तो त्सद् ध कीत्जए त्क

 D CPA  ~ D CQB । 

 यत्द AP = 7, BQ = 8, BC = 12 

 तो AC का मान ज्ात कीत्जए ।

आकृति 1.58
P

Q

A

B C

D

E

A

B

C

75°

75°

10 L

NM

P

3

Q

5

4

6

8 R

1. आकृत्त 1.55 में Ð ABC = 75°,
 Ð EDC =75° तो इनमें दो त्रिभुज त्कस कसौटी 

के अनुसार समरूप हैं ? 

 उनकी समरूपता की एकैकी संगत्त त्लखखए ।

A

C
4

x6

8

P

Q R B
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5. संलग्न आकृत्त में c PQRS एक समलंब चतभुु्मज 

है । त्जसमें भुजा PQ || भुजा SR, AR = 5AP, 

 AS = 5AQ तो त्सद्ध कीत्जए त्क,

 SR = 5PQ              

6. समलंब चतुभु्मज ABCD में, 

 भुजा AB || भुजा DC त्िकण्म AC तथा त्िकण्म 

BD परसपर त्बंदु O पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं । यत्द 

AB = 20, DC = 6, OB = 15 तो OD का 

मान ज्ात कीत्जए ।आकृति 1.60

आकृति 1.59

7.  c ABCD एक समांतर चतुभु्मज है । भुजा BC 

पर E कोई एक त्बंदु है ; रषेखा DE रषेख AB को  

त्बंदु T पर प्रत्तचछषेत्दत करती है । तो त्सद्ध कीत्जए 

त्क DE ´ BE = CE ´ TE ।   

8. संलग्न आकृत्त में रषेख AC तथा रषेख BD परसपर 

त्बंदु P पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं और 
AP
CP 

 = 
BP
DP 

  

तो त्सद्ध कीत्जए त्क, D ABP  ~  D CDP 

S

P Q

A

R

D

O

AB

C

E

T

DA

B
C

D

P

A

B

C

आकृति 1.61

आकृति 1.62

9. संलग्न आकृत्त में D ABC में त्बंदु D यह भुजा 

BC पर इस प्रकार है, त्क Ð BAC = Ð ADC  

तो त्सद्ध कीत्जए त्क, CA2 = CB ´ CD            
D

A

B C

आकृति 1.63
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दति ः D ABC ~  D PQR,  AD ^ BC,  PS ^ QR 

साधय ः 
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
AB2

PQ2 
 = 

BC2

QR2 = 
AC2

PR2 
 

उपपतति ः A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
BC ́  AD 
QR ´ PS 

 = 
BC
QR

 ´ 
AD
PS 

  .......... (I)

  D ABD तथा D PQS में
  Ð B = Ð Q      .......... (दतत)

  Ð ADB = Ð PSQ = 90°   
  \ को को कसौटी के अनुसार D ABD ~ D PQS

  \ 
AD
PS 

 = 
AB
PQ

       .......... (II)

  परंतु  D ABC ~ D PQR

  \  AB
PQ

 = 
BC
QR 

 = 
AC
PR 

    .......... (III)

  (II) तथा (III) सषे

  
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
BC
QR

 ´ 
AD
PS 

 = 
BC
QR

 ´BC
QR

 = 
BC2

QR2 = 
AB2

PQ2 
 = 

BC2

QR2

P

Q

A

B C
D

RS

आकृति 1.64

आओ जानें

समरूप तरिभुजों के क्षेरिफलों का प्रमषेय (Theorem of areas of similar triangles)

प्रमषेय ः दो समरूप तरिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपाि उनकी संगि भुजाओं के वगगों के अनुपाि के िरािर होिा 

  है ।
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उदा. (1)  D ABC ~ D PQR, A(D ABC) = 16 , A(D PQR) = 25 तो AB
PQ

 का मान ज्ात कीत्जए ।

हल ः DABC ~ D PQR

  \ A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = AB2

PQ2    .......... (समरूप त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात संगत   
            भुजाओं के िगतों के अनुपात के बराबर होता है ।) 
  \

16
25  = AB2

PQ2   \ AB
PQ

 = 4
5

  .......... (िग्ममूल ज्ात करनषेपर)

उदा. (2)  दो समरूप त्रिभुजों की संगत भुजाओं का अनुपात 2ः5 है, छोटषे त्रिभुज का क्षेरिफल 64 िग्म सषेमी  
  हो तो बिषे त्रिभुज का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए ? 

हल ः माना D ABC ~ D PQR ।
  माना D ABC छोटा त्रिभुज तथा D PQR बिा त्रिभुज है ।  

  \ A(D ABC) 
A(D PQR) 

  = ( )
( )
2
5

2

2  = 4
25

 .......... (समरूप त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात)

  \ 64 
A(D PQR) 

  = 4
25

  4 ´ A(D PQR) = 64 ´ 25

  A(D PQR) = 
64 ´ 25

4  = 400

  \ बिषे त्रिभुज का क्षेरिफल = 400 िग्म सषेमी

उदा. (3)  समलंब चतभुु्मज ABCD में भुजा AB || भुजा CD, त्िकण्म AC तथा त्िकण्म BD परसपर त्बंदु P पर  

  प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं तो त्सद्ध कीत्जए त्क,  A(D APB) 
A(D CPD) 

 = AB2

CD2

हल  ः समलंब चतभुु्मज ABCD में भुजा AB || भुजा CD
   D APB तथा DCPD में 
   ÐPAB @ ÐPCD ......  (एकांतर कोण)
   ÐAPB @ ÐCPD ....... (शीरा्मत्भमुख कोण)
   \ DAPB ~ DCPD ....... (को को कसौटी)

               A(D APB) 
A(D CPD) 

  = AB2

CD2 .......... (समरूप त्रिभुजों के क्षेरिफलों का प्रमषेय)

आकृति 1.65

P

AB

C D
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प्रशनसंग्रह 1.4

1.  दो समरूप त्रिभुजों की संगत भुजाओं का अनुपात 3:5 हो तो उनके क्षेरिफलों का अनुपात ज्ात कीत्जए ।

2.  D ABC ~ D PQR और AB ः PQ = 2 ः 3 तो त्नमनत्लखखत ररक्त चौखटों को पूरा कीत्जए ।

  A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = AB2

 = 
22

32   =                                       

3.  D ABC ~ D PQR, A(D ABC) = 80, A(D PQR) = 125 तो त्नमनत्लखखत ररक्त चौखटों को 

  पूरा कीत्जए ।  A(D ABC) 
A(D ) 

  = 80
125

 =                \   
AB
PQ

 =                                      

4.  D LMN ~ D PQR,  9 ´ A (DPQR ) = 16 ´ A (DLMN), यत्द QR = 20 तो MN का मान

  ज्ात कीत्जए ।

5.  दो समरूप त्रिभुजों के क्षेरिफल 225 िग्म सषेमी तथा 81 िग्म सषेमी है ।  यत्द छोटषे त्रिभुज की एक भुजा की लंबाई 12 सषेमी 

 हो तो बिषे त्रिभुज की संगत भुजा की लंबाई ज्ात कीत्जए ।

6.  समबाहु D ABC तथा D DEF में A(DABC) ः A(D DEF) = 4 ः 7 AB = 4 तो DE की लंबाई  

 ज्ात कीत्जए ।

7.  आकृत्त 1.66 में रषेख PQ || रषेख DE यत्द A(D PQF) = 20 िग्म इकाई, PF = 2 DP है, तो  

 A( c DPQE) ज्ात करनषे के त्लए त्नमनत्लखखत कृत्त पूण्म कीत्जए ।

       A(D PQF) = 20 िग्म इकाई,  PF = 2 DP,    माना DP = x   \ PF = 2x                   

  DF = DP +  =  +    = 3x  

       D FDE तथा D FPQ में ।

  Ð FDE   @  Ð   (संगत कोण) 

  Ð FED   @  Ð   (संगत कोण)

  \ D FDE  ~ D FPQ ..........  (को को कसौटी) 

  \ A(D FDE) 
A(D FPQ ) 

  =  =
( )
( )
3
2

2

2

x
x = 

9
4

 A(D FDE) = 
9
4  A(D FPQ ) = 

9
4  ´  = 

  A(c DPQE) = A(D FDE) - A(D FPQ)

            =  -  

      =  

P

D

E FQ
आकृति 1.66
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प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 1

1.  त्नमनत्लखखत उपप्र्नों के पया्मयी उततर त्दए गए हैं । इनमें सषे सही पया्मय चुत्नए ।

  (1) यत्द D ABC तथा D PQR में त्कसी   

 एकैकी  संगत्त सषे यत्द 
AB
QR 

 =
BC
PR 

 =
CA
PQ 

 

  तो त्नमनत्लखखत में सषे कौन-सषे कथन सतय हैं?
   (A) D PQR ~ D ABC  
   (B)D PQR ~ D CAB

   (C)D CBA ~ D PQR

   (D)D BCA ~ D PQR

 (2)  यत्द  D DEF तथा D PQR  में Ð D @ Ð Q, 
 Ð R @ Ð E तो त्नमनत्लखखत में सषे कौन-सा  

 कथन सतय है ? 

  (A)   
EF
PR 

 = DF
PQ 

    (B) 
DE
PQ 

 = 
EF
RP 

 

  (C) 
DE
QR 

 = 
DF
PQ

      (D) 
EF
RP 

 = DE
QR 

 

 (3) D ABC तथा D DEF में Ð B = Ð E, 

  Ð F = ÐC और AB = 3 DE, तो इन  

 दोनों त्रिभुजों के त्लए कौन-सा कथन सतय है?
  (A) दोनों त्रिभुज सिाांगसम और समरूप नहीं हैं ।

  (B) दोनों त्रिभुज समरूप हैं परंतु सिाांगसम नहीं हैं ।

  (C) दोनों त्रिभुज सिाांगसम और समरूप दोनों हैं ।

  (D) उपयु्मक्त में सषे कोई भी कथन सतय नहीं है ।

  (A) 2 2     (B) 4    (C) 8    (D) 4 2   

 (4) समबाहु D ABC तथा D DEF में, 

 A (D ABC) ः A (D DEF) = 1 ः 2  

 होनषेपर AB = 4 हो तो DE की लंबाई   

 त्कतनी ?

आकृति 1.67

A

PR

Q

B C

आकृति 1.68

D

E F P

Q

R

आकृति 1.69

A

B C

D

E F

आकृति 1.70

A

B C

D

E F
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 (5)  आकृत्त 1.71 में रषेख XY || रषेख BC तो त्नमनत्लखखत में सषे कौन-सषे कथन सतय हैं ? 

आकृति 1.73

आकृति 1.71

आकृति 1.72

  (A) 
AB
AC  = 

AX
AY       (B) 

AX
XB  = 

AY
AC            

  (C) 
AX
YC  = 

AY
XB      (D) 

AB
YC  = 

AC
XB   

2.  D ABC में B - D – C और BD = 7,  
 BC = 20 तो त्नमनत्लखखत अनुपात ज्ात  
 कीत्जए ।

  (1) A(D ABD) 
A(D ADC) 

 

  (2) A(D ABD) 
A(D ABC) 

          

  (3) A(D ADC) 
A(D ABC) 

             

3.  समान ऊँचाईिालषे दो त्रिभुजों के क्षेरिफलों का अनुपात 2 ः 3 है, छोटषे त्रिभुज का आधार 6 सषेमी हो तो बिषे  

 त्रिभुज का संगत आधार त्कतना होगा ?

4.   आकृत्त  1.73 में ÐABC = ÐDCB = 90°
 AB = 6,  DC = 8 

 तो  
A( D ABC) 
A( D DCB)  = त्कतना ?                    

5.  आकृत्त 1.74 में PM = 10 सषेमी  

  A(D PQS) = 100 िग्म सषेमी 

  A(DQRS) = 110 िग्म सषेमी

  तो NR का मान ज्ात कीत्जए ।

6.  D MNT ~ D QRS, त्बंदु T सषे खींचषे गए शीर्मलंब की लंबाई 5 तथा त्बंदु S सषे खींचषे गए शीर्मलंब की  

 लंबाई 9 है, तो 
A( D MNT) 
A( D QRS) 

 यह अनुपात ज्ात कीत्जए । 

A

B C

D

6
8

P

Q

R

N SM

A

B CD

आकृति 1.74

A

B C

X Y
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7.  आकृत्त 1.75 में A – D – C ि B – E – C  

 रषेख DE || भुजा AB यत्द AD = 5,  

 DC = 3, BC = 6.4 तो BE का मान ज्ात  

 कीत्जए ।

आकृति 1.76

3

A

B C

D

x 6.4 - x

5

E
आकृति 1.75

P

Q

A
B

C

D

R

S

P

X

Q

Y

xxO
O RM

8.  आकतृ्त 1.76 में, रषेख PA, रषेख QB, 

  रषेख RC तथा रषेख SD यषे रषेखा AD पर लंब   

 हैं । AB = 60, BC = 70, CD = 80, 

 PS = 280 तो PQ, QR, RS का मान  ज्ात  

 कीत्जए ।

9.  D PQR में रषेख PM माखधयका है । ÐPMQ  

 तथा ÐPMR के समद ्त्िभाजक भुजा PQ  

 तथा भुजा PR को क्रमश: त्बंदु X और त्बंदु Y  

 पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं, तो त्सद् ध कीत्जए  

 त्क, XY || QR. 

  त्दए गए ररक्त सथानों को भरकर उपपखतत पूण्म कीत्जए ।

  D PMQ में त्करण MX यह ÐPMQ की समद ्त्िभाजक है ।

  \  =  .......... (I) (कोण समद ्त्िभाजक प्रमषेय)

       D PMR में त्करण MY यह  ÐPMR की समद ्त्िभाजक है ।

  \  =  .......... (II) (कोण समद ्त्िभाजक प्रमषेय)

  परंतु  
MP
MQ  = 

MP
MR  .......... (त्बंदु M यह QR का मधय त्बंदु है अथा्मत MQ = MR)

      \ 
PX
XQ  = 

PY
YR   

       \  XY || QR .......... (समानुपात के मूलभूत प्रमषेय का त्िलोम)

आकृति 1.77
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P

A

B C

D

10. आकृत्त 1.78 D ABC में Ð B तथा
Ð C के समद् त्िभाजक परसपर एक दूसरषे को

 त्बंदु X पर  प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं । रषेखाAX यह
भुजा BC को त्बंदु Y पर  प्रत्तचछषेत्दत करती
है; यत्द AB = 5, AC = 4, BC = 6 तो
AX
XY  का मान ज्ात कीत्जए ।

आकृति 1.79

11. c ABCD में रषेख AD || रषेख BC.

 त्िकण्म AC और त्िकण्म BD परसपर एक दूसरषे  

को त्बंदु P पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं । 

तो त्सद्ध कीत्जए त्क AP
PD

= PC
BP

12. आकृत्त 1.80 में रषेख XY || भुजा AC.

यत्द 2AX = 3BX और XY = 9 तो

AC का मान ज्ात करनषे के त्लए त्नमनत्लखखत कृत्त पूण्म कीत्जए ।

कृति  ः 2AX = 3BX  \ AX
BX 

 = 

 
AX +BX

BX 
 = 

+
.......... (योगानुपात की त्क्रया सषे) 

 
AB
BX 

 = .......... (I)

 D BCA ~ D BYX  .......... (समरूपता की  कसौटी) 

\ BA
BX 

= AC
XY 

    .......... (समरूप त्रिभुजों की संगत भुजा)

\  = 
AC
9 

\ AC =  ..........(I) सषे

X

Y

A

B C
आकृति 1.80

13«. आकृत्त 1.81 में c DEFG एक िग्म है । D ABC 

 में  Ð A = 90°,   त्बंदु F भुजा AC पर खसथत है । तो 

  त्सद्ध कीत्जए त्क, DE2 = BD ´ EC 

(D GBD तथा D CFE को समरूप त्दखाइए और

GD = FE = DE का उपयोग कीत्जए ।) 

rrr

आकृति 1.78

A

B C

X

Y

आकृति 1.81
E

F

A

B CD

G
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·  पायथागोरस का त्रिक्  ·  समकोण त्रिभुजों की समरूपता
·  जयात्मतीय माधय का प्रमषेय ·  पायथागोरस का प्रमषेय
·  पायथागोरस के प्रमषेय का उपयोजन ·  अपोलोत्नयस का प्रमषेय

थोड़ा याद करें

पायथागोरस का प्रमषेय : 
 समकोण तरिभुज में, कण्त का वग्त, अनय दो भुजाओं के वगगों के योगफल के िरािर होिा है ।

 आकृत्त 2.1 दषेखखए D PQR में Ð PQR = 90° 
l(PR)2 = l(PQ)2 + l(QR)2

इसषे हम PR2 = PQ2 + QR2 ऐसा त्लखेंगषे ।

पायथागोरस के तरिक्  ः
प्राकृत संखयाओं के त्रिक ् में यत्द बडी़ संखया का िग्म अनय दो संखयाओं के िगतों के योगफल के बराबर हो तो 

उनहें पायथागोरस का त्रिक्  कहतषे हैं ।

उदाहरणाथ्म ः ( 11, 60, 61 ) इन संखयाओं के त्रिक्  में,

  112 = 121,  602 = 3600,  612 = 3721  और  121 + 3600 = 3721
  यहाँ पर बडी़ संखया का िग्म अनय दो संखयाओं के िगतों के योगफल के बराबर है ।
  \ 11, 60, 61 यह ‘पायथागोरस का त्रिक ्’  है ।
  उसी प्रकार (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (24, 25, 7) भी पायथागोरस के त्रिक ् हैं,  
  इसकी जाँच करें ।
  ‘पायथागोरस के त्रिक् ’ की संखयाओं को त्कसी भी क्रम सषे त्लखा जा सकता है ।

आकृति 2.1
P Q

R

D PQR में भुजा PQ, QR तथा PR की लंबाई क्रमशः r, p और q इन त्चनहों सषे दशा्मई जाती है । इस प्रकार आकृत्त 
2.1 के संदभ्म में पायथागोरस के प्रमषेय को q2 = p2 + r2 ऐसा भी त्लखा जा सकता है।

2 पायथागोरस का प्रमषेय

आओ सीखें
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अतधक जानकारी हषेिू ः
पायथागोरस के तरिक ् प्राप्त करनषे का सूरि ः

  यत्द a, b, c प्राकृत संखया हों और a > b, तो [(a2 + b2),(a2 - b2),(2ab)] यषे पायथागोरस  
  के त्रिक्  हैं ।
     (a2 + b2)2 = a4 + 2a2b2 + b4  .......... (I)
   (a2 - b2)2 = a4 - 2a2b2 + b4  .......... (II)
        (2ab)2 = 4a2b2  .......... (III)
 \ (I), (II) तथा (III) सषे, (a2 + b2)2 = (a2 - b2)2 + (2ab)2

 \[(a2 + b2), (a2 - b2), (2ab)] यह पायथागोरस का त्रिक्  है ।
  पायथागोरस के त्ित्भन्न त्रिक्  प्राप्त करनषे के त्लए इसषे सूरि के रूप में उपयोग करतषे हैं ।
  उदाहरणाथ्म,  a = 5 और b = 3 हो तो, 
  a2 + b2 = 34, a2 - b2 = 16 और 2ab = 30.
  (34, 16, 30) यषे पायथगोरस के त्रिक्  हैं, इसषे आप जाँच करके दषेखखए ।
  a और b के त्लए त्भन्न प्राकृत संखया लषेकर सूरि के आधार पर पायथागोरस के 5 त्रिक ् तैयार कीत्जए ।

त्पछली कक्ा में हमनषे 30°- 60°- 90° और 45°- 45°- 90° कोण िालषे समकोण त्रिभुजों के गुणधम्म  
दषेखषे हैं ।
(I) 30°-60°-90°  माप वालषे तरिभुज  का गुणधम्त 
 यत्द त्कसी समकोण त्रिभुज के नयूनकोण 30° तथा 60° हों तो 30° मापिालषे कोण की सममखु भुजा की  
लंबाई कण्म की लंबाई के आधी तथा 60° मापिालषे कोण की सममुख भुजा की लंबाई कण्म की लंबाई का 3

2
 गुना 

होती है ।

  आकृत्त 2.2 दषेखखए D LMN में, Ð L = 30°, Ð N = 60°, Ð M = 90°

30°

60°90°
M

L

N

आकृति 2.2

\ 30° माप िालषे कोण की सममुख भुजा MN = 1
2

 ´ LN

     60° माप िालषे कोण की सममुख भुजा LM = 3
2

  ´ LN

     यत्द LN = 6 सषेमी हो तो MN तथा LM का मान ज्ात कीत्जए ।

 MN = 1
2

 ´ LN LM = 3
2

 ´ LN

  = 1
2

 ´ 6  = 3
2

  ´ 6

  = 3 सषेमी   = 3 3  सषेमी 
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(II) 45°-45°-90° माप वालषे तरिभुज का गुणधम्त
 यत्द त्कसी समकोण त्रिभुज के नयून कोणों के माप 45° तथा 45° हों तो समकोण को समात्िष्ट करनषे िाली 
प्रतयषेक भुजा की लंबाई  कण्म की लंबाई का 1

2
 गुना होती है ।

आकतृ्त 2.3 D XYZ में,  Ð X = 90°, 
Ð Z = Ð Y = 45°
      तब XY = 1

2
 ´ ZY 

 XZ = 1
2

 ´ ZY 

यत्द ZY = 3 2  सषेमी तो XY और XZ का मान ज्ात 
कीत्जए ।

 XY = XZ = 1
2

 ´ 3 2

      \ XY = XZ = 3 सषेमी

कक्ा 7 िीं में हमनषे क्षेरिफल की सहायता सषे पायथागोरस के प्रमषेय का अधययन त्कया है । उसमें हमनषे चार 

समकोण त्रिभुज तथा एक िग्म के क्षेरिफलों का उपयोग त्कया था । इसी प्रमषेय की उपपखतत को हम कुछ त्ित्भन्न 

प्रकार सषे दषे सकतषे हैं ।

कृति ः

आकतृ्त में दशा्मएअनुसार दो सिाांगसम समकोण त्रिभुज लीत्जए । उनके कणणो की लंबाई के बराबर दो भुजािाला एक 

समद ्त्िबाहु समकोण त्रिभुज लीत्जए । इन तीनों समकोण त्रिभुजों की सहायता सषे एक समलंब चतुभु्मज तैयार कीत्जए । 

 समलंब चतभुु्मज का क्षेरिफल = 1
2

 ´ (समांतर भुजाओं की लंबाइयों का योगफल) ´ ऊँचाई ; 

इस सरूि का उपयोग कर उनके क्षेरिफल तीनों त्रिभुजों के क्षेरिफलों के योगफल के बराबर त्लखकर पायथागोरस 

के प्रमषेय को त्सद्ध कीत्जए ।

आकृति 2.4

x

y

y

x

z
z

आकृति 2.3

45°

45°

Z

X Y
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उपपतति ः D ADB और  D ABC में 
  Ð DAB @ Ð BAC ...(सामानय कोण)
  Ð ADB @ Ð ABC ...(प्रतयषेक कोण 90°)
  D ADB ~ D ABC ...(को को कसौटी)...(I)

उसी प्रकार D BDC और D ABC में
Ð BCD @ Ð ACB ...(सामानय कोण)
Ð BDC @ Ð ABC ...(प्रतयषेक कोण 90°) 
D BDC ~ D ABC ...(को को कसौटी)..(II)

आकृति 2.6

आकृति 2.5

A

B

D

C

´

´

R

P Q

S

आओ जानें

अब हम पायथगोरस के प्रमषेय की उपपखतत को समरूप त्रिभुजों के आधार पर त्सद्ध करेंगषे ।
इसषे त्सद्ध करनषे के त्लए आि्यक समकोण त्रिभुजों की समरूपता संबंधी गुणधम्म का अधययन करेंगषे ।

समरूपिा और समकोण तरिभुज (Similarity and right angled triangle)

प्रमषेय  ः समकोण तरिभुज में कण्त पर खींचषे गए शीर्तलंि सषे तनतम्ति दोनों तरिभुज परसपर िथा मूल समकोण   
  तरिभुज के समरूप होिषे हैं । 

दति  ः D ABC में Ð ABC = 90°,
  रषेख BD ^ रषेख AC,   A-D-C 

साधय  ः D ADB ~ D ABC
  D BDC ~ D ABC
  D ADB ~ D BDC

  \ D ADB ~ D BDC (कथन (I) तथा (II) सषे) ...(III)
  \ D ADB ~ D BDC ~ D ABC (कथन (I), (II) तथा (III)  सषे..... सकं्रामकता)

जयातमिीय माधय का प्रमषेय (Theorem of geometric mean) 

प्रमषेय  ः समकोण तरिभुज में शीर्ततिंदु सषे कण्त पर खींचा गया लिंरषेखाख्ंड, कण्त द ्वारा तवभातजि होनषे वालषे 
रषेखाख्ंडों का जयातमिीय माधय होिा है ।  

उपपतति ः समकोण  त्रिभुज PQR में, रषेख QS ^ कण्म PR
  D QSR ~ D PSQ .......... (समकोण त्रिभुजों की समरूपता)

                        \ QS
PS

= SR
SQ

 

                        \ QS
PS

= SR
QS

   QS2 = PS ´ SR
  \ शीर्मलंब QS यह रषेख PS और रषेख SR का ‘जयात्मतीय माधय’ है ।
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आकृति 2.7

A

B C

D

आकृति 2.9आकृति 2.8

A

B C

P

Q R

पायथागोरस का प्रमषेय (Theorem of Pythagoras)

समकोण तरिभुज में कण्त का वग्त शषेर दो भुजाओं के वगगों के योगफल के िरािर होिा है ।
दति ः D ABC में, ÐABC = 90°
साधय ः AC2 = AB2 + BC2

रचना ः त्बंदु B सषे भुजा AC पर एक लंब BD
  खींत्चए A-D-C
उपपतति ः समकोण D ABC में रषेख BD ^ कण्म AC ..... (रचना)
  \ D ABC ~ D ADB ~ D BDC ..... (समकोण त्रिभुजों की समरूपता)

  D ABC ~ D ADB

  \ AB
AD

 = BC
DB

 = AC
AB

 - (समरूप 

            त्रिभुजों की संगतभुजाएँ)

  \ AB
AD

 = AC
AB

 

  AB2 = AD ´ AC .......... (I)

इसीप्रकार, D ABC ~ D BDC

\ AB
BD  = BC

DC
 = AC

BC
 - (समरूप त्रिभुजों की 

     संगत भुजाएँ)

\ BC
DC

 = AC
BC

   BC2 = DC ´ AC .......... (II)
  (I) तथा (II) का योग करनषेपर
       AB2 + BC2 =  AD ´ AC + DC ´ AC
     = AC (AD + DC)
     = AC ´ AC .......... (A-D-C)
  \ AB2 + BC2 =  AC2

  \ AC2 = AB2 + BC2

पायथागोरस के प्रमषेय का तवलोम (Converse of Pythagoras theorem)

यतद तकसी तरिभुज में एक भुजा का वग्त शषेर दो भुजाओं के वगगोंं के योगफल के िरािर होिा है, िो वह तरिभुज 
समकोण तरिभुज होिा है ।
दति ः D ABC में, AC2 = AB2 + BC2

साधय ः Ð ABC = 90°
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रचना ः D PQR इसप्रकार खींत्चए त्क, AB = PQ, BC = QR , Ð PQR = 90°.   
उपपतति ः D PQR में,  Ð Q = 90°
  PR2 = PQ2 + QR2 .......... (पायथागोरस का प्रमषेय)
     = AB2 + BC2 .......... (रचना) 
     = AC2  .......... (दतत) 
  \ PR2 = AC2, 
  \ PR  = AC  
  \ D ABC @ D PQR .......... (भु भु भु कसौटी)
  \ Ð ABC = Ð PQR = 90°
  

इसषे धयान में रखें

(1) (a) समकोण त्रिभुजों की समरूपता

D PQR में Ð Q = 90° , रषेख QS ^ रषेख PR  
यहाँ D PQR ~ D PSQ ~ D QSR इसी पद् धत्त 
सषे आकतृ्त में बननषे िालषे सभी समकोण त्रिभुज परसपर 
समरूप होतषे हैं ।

आकृति 2.10

 (b) जयात्मतीय माधय का प्रमषेय ः
  उपयु्मक्त आकृत्त में D PSQ ~ D QSR

   \ QS2 = PS ´ SR 
  \ रषेख QS यह रषेख PS तथा रषेख SR इन रषेखाखंडों का जयात्मतीय माधय है ।

(2) पायथागोरस का प्रमषेय ः 
 समकोण त्रिभुज में कण्म का िग्म शषेर दो भुजाओं के िगतों के योगफल के बराबर होता है ।

(3) पायथागोरस के प्रमषेय का त्िलोम ः
 यत्द त्कसी त्रिभुज में एक भुजा का िग्म शषेर दो भुजाओं के िगतों के योगफल के बराबर होता है, तो िह त्रिभुज  
 समकोण त्रिभुज होता है ।
 इसके आलािा एक और गुणधम्म अत्धक उपयोगी है । उसषे भी धयान में रखें ।
(4)  यत्द समकोण त्रिभुज में एक भुजा कण्म की आधी हो तो उस भुजा के सममुख कोण 30° होता है ।
 यह गुणधम्म 30°-60°-90° के प्रमषेय का त्िलोम है । 

Q R

P

S
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उदा. (1) आकृत्त 2.11 दषेखखए । D ABC में Ð B= 90°, Ð A= 30°, AC=14 तो AB तथा BC का मान  
ज्ात कीत्जए । 

हल ः       D ABC में,

ÐB = 90°, ÐA = 30°, \ ÐC = 60° 
30°- 60°- 90° के प्रमषेयानुसार,

BC = 1
2

 ´ AC  AB = 3
2

 ´ AC

BC = 1
2

 ´ 14  AB = 3
2

 ´ 14

BC = 7    AB = 7 3

आकृति 2.11

उदा. (2) आकृत्त 2.12 दषेखखए D ABC में रषेख AD ^ रषेख BC, Ð C = 45°, BD = 5 और 
  AC = 8 2 , तो AD और BC का मान ज्ात कीत्जए ।
हल ः        D ADC में, 

उदा. (3)  आकृत्त 2.13 में Ð PQR = 90°, रषेख QN ^ रषेख PR, PN = 9, NR = 16 तो QN ज्ात  
कीत्जए ।

हल ः D PQR में, रषेख QN ^ रषेख PR
  \ QN2 = PN ́  NR .... (जयात्मत्तय माधय का प्रमषेय)
  \  QN = PN NR´
     = 9 16´

     = 3 ´ 4
     = 12
 

आकृति 2.13

A

B C

14

60°

30°

P 9

16

N

RQ

Ð ADC = 90°, Ð C = 45°, \ Ð DAC = 45°

AD = DC = 1
2

 ´ 8 2  ... (45°-45°-90° के प्रमषेयानुसार)

\ DC = 8 \  AD = 8

BC = BD + DC

      = 5 + 8

      = 13आकृति 2.12

CB

A

D

8
2

5
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उदा. (4)  आकृत्त 2.14 दषेखो D PQR में Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR तो x, y तथा z के मान ज्ात 
कीत्जए ।

हल ः D PQR में, Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR

       QS = PS SR´  .......... (जयात्मत्तय माधय के प्रमषेय)

   = 10 8´

   = 5 2 8´ ´

   = 5 16´

   = 4 5

   \   x = 4 5 आकृति 2.14
RQ y

z

x
S

8

10

P

  उततर  x = 4 5 ,   y = 12, z = 6 5

उदा. (5)  समकोण त्रिभुज में समकोण बनानषे िाली भुजाएँ क्रमश: 9 सषेमी तथा 12 सषेमी हों तो उस त्रिभुज का कण्म 
ज्ात कीत्जए ।

हल ः D PQR में, Ð Q = 90°

  D QSR में, Ð QSR = 90°
  \ QR2 = QS2 + SR2  

   = 4 5
2( )  + 82

   = 16 ´ 5 + 64
   = 80 + 64
    = 144
  \ QR = 12

  D PSQ में, Ð QSP = 90°
           \ PQ2  = QS2 + PS2  

   = 4 5
2( )  + 102

   = 16 ´ 5 + 100
   = 80 + 100
   = 180
    = 36 ´ 5
 \ PQ = 6 5

      PR2 = PQ2 + QR2 (पायथागोरस प्रमषेयानुसार)
      = 92 + 122

      = 81 + 144
\ PR2 = 225
\ PR  = 15
त्रिभुज का कण्म = 15 सषेमी

आकृति 2.15

P

Q R
12

9
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उदा. (6)  D LMN में l = 5, m = 13, n = 12 तो त्नख्चत कीत्जए त्क D LMN यह समकोण त्रिभुज है या 
नहीं । (Ð L, Ð M और Ð N की सममखु भुजाएँ क्रमशः l, m तथा n हैं)

हल ः l = 5,  m = 13,  n = 12
  l2= 25,  m2 = 169,  n2 = 144
  \ m2 = l2 + n2

  \ पायथागोरस के प्रमषेय के त्िलोमानुसार D LMN समकोण त्रिभुज है ।

उदा. (7)  आकृत्त 2.16 दषेखखए ; D ABC में, रषेख AD ^ रषेख BC, तो त्सद्ध कीत्जए ः  
  AB2 + CD2 = BD2 + AC2

हल ः D ADC में,    पायथागोरस के प्रमषेयानुसार
     AC2 = AD2 + CD2 
  \  AD2 = AC2 - CD2 ... (I)
   D ADB में,
     AB2 = AD2 + BD2 
  \ AD2 = AB2 - BD2 ... (II)
  \  AB2 - BD2  = AC2 - CD2 .......... [(I) और (II) सषे]
   \  AB2 + CD2 = AC2 + BD2

प्रशनसंग्रह 2.1

1. नीचषे त्दए गए त्रिकों में सषे पायथागोरस के त्रिक्  पहचात्नए । कारण सत्हत त्लखखए ।
         (1) (3, 5, 4) (2) (4, 9, 12)  (3) (5, 12, 13)
 (4) (24, 70, 74) (5) (10, 24, 27) (6) (11, 60, 61)

आकृति 2.17

आकृति 2.18

2. आकृत्त 2.17 में Ð MNP = 90°, 
 रषेख NQ ^ रषेख MP, MQ = 9, 
 QP = 4 तो NQ का मान ज्ात कीत्जए ।

P

Q M R

10

8

M

N P

Q

3. आकृत्त 2.18 में Ð QPR = 90°,
 रषेख PM ^ रषेख QR और Q-M-R, 
 PM = 10, QM = 8 तो QR का मान ज्ात  
 कीत्जए ।

आकृति 2.16

C

AB

D
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आकृति 2.19

4. आकृत्त 2.19 D PSR में दी गई जानकारी के   
 आधार पर RP और PS ज्ात कीत्जए ।

5. आकतृ्त 2.20 में दी गई जानकारी के आधारपर  
 AB और BC ज्ात करनषे के त्लए नीचषे दी गई  
 कृत्त पूण्म कीत्जए ।

 AB = BC ..........

 \   Ð BAC = 

 \ AB = BC =  ´ AC

  =  ´ 8

  =  ´ 2 2

  = 

S

R

P

6

30°

7. आकृत्त 2.21 में Ð DFE = 90°, 
 रषेख FG ̂  रषेख ED. यत्द GD = 8, FG = 12,  
 तो (1) EG  (2) FD (3) EF का मान ज्ात  
 कीत्जए ।

D

FE

G 8

12

P

R M Q

आकृति 2.21

आकृति 2.22

6. त्कसी िग्म के त्िकण्म की लंबाई 10 सषेमी हो तो उसकी भुजा की लंबाई तथा पररत्मत्त ज्ात कीत्जए ।

8. त्कसी आयत की लंबाई 35 सषेमी तथा चौिाई 12 सषेमी हो तो उस आयत के त्िकण्म की लंबाई ज्ात कीत्जए ।

9«. आकृत्त 2.22 में M यह भुजा QR का मधयत्बंदु  
 है । Ð PRQ = 90° तो त्सद्ध कीत्जए त्क,
 PQ2 = 4PM2 - 3PR2

10«. त्कसी रासतषे के दोनों ओर खसथत घरों की दीिारें एक दूसरषे के समांतर हैं । 5.8 मी लंबाई िाली सीढी़ का त्सरा  
 रासतषे पर हो और उसका ऊपरी त्सरा घर के 4 मीटर ऊँचाई पर खसथत खखिकी तक पहुँचता है । उसी  
 सथान सषे सीढी़ को रासतषे के दूसरी ओर झुकानषे पर उसका ऊपरी त्सरा दूसरषे घर के 4.2 मीटर ऊँचाई पर खसथत  
 खखिकी तक पहुँचता हो तो रासतषे की चौिाई ज्ात कीत्जए ।

आकृति 2.20

A

CB

8
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D ADB में, पायथागोरस के प्रमषेयानुसार
c2 = (a-x)2 +  
c2 = a2 - 2ax + x2 +  .......... (I)
D ADC में, पायथागोरस के प्रमषेयानुसार
b2 = p2 +  

p2 = b2 -  .......... (II)आकृति 2.23
D

A

CxB

p

a - x

bc

  (II) में p2 का मान, (I) में रखनषेपर,
   c2 = a2 - 2ax + x2 + b2 - x2

  \ c2 = a2 + b2 - 2ax
  \ AB2 = BC2+ AC2 - 2BC ´ DC

उदा.(2)   D ABC में, Ð ACB  अत्धक कोण है, रषेख AD ^ रषेख BC, तो त्सद्ध कीत्जए त्क ः
  AB2 = BC2 + AC2 + 2BC ´ CD
  मान लीत्जए AD = p, AC = b, AB = c, 
  BC = a, DC = x (माना)
  DB = a + x  

  D ADB में, पायथागोरस के प्रमषेयानुसार,
    c2 = (a + x)2 + p2 

    c2 = a2 + 2ax + x2 + p2  .......... (I)
आकृति 2.24

A

B

c
b

x a

p

D C

आओ जानें

पायथागोरस के प्रमषेय का उपयोजन

पायथागोरस के प्रमषेय में समकोण त्रिभुज का कण्म और समकोण बनानषे िाली भुजाओं में परसपर संबंध अथा्मत 
समकोण की सममुख भुजा और अनय दो भुजाओं मषे संबंध बताया गया है ।

त्रिभुज में नयूनकोण की सममुख भुजा का अनय दो भुजाओं सषे संबंध, इसी प्रकार अत्धक कोण की सममखु भुजा 
का अनय दो भुजाओं सषे संबंध  पायथागोरस के प्रमषेय सषे त्नख्चत त्कया जाता है । यह संबंध त्नमनत्लखखत उदाहरणों 
सषे समत्झए ।

उदा.(1)  D ABC में, Ð C  नयूनकोण है, रषेख AD ^ रषेख BC तो त्सद्ध कीत्जए त्क ः
  AB2 = BC2 + AC2 - 2BC ´ DC 
  दी गई आकृत्त में, AB = c,   AC = b,   AD = p,   BC = a,   DC = x माना । 
  \ BD = a - x
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दति ः D ABC में त्बंदु M भुजा BC का   
  मधयत्बंदु है ।
साधय ः AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

रचना ः रषेख AD ^ रषेख BC खींचतषे हैं ।
आकृति 2.25

A

B CM D

उपपतति ः यत्द रषेख AM रषेख BC पर लंब नहीं है, तो Ð AMB और Ð AMC में सषे एक अत्धक कोण और  
  दूसरा नयूनकोण होता है ।
  आकृत्त में Ð AMB अत्धक कोण और Ð AMC नयूनकोण है ।
  उपयु्मक्त उदाहरण (1) तथा उदाहरण (2) सषे,
  AB2 = AM2 + MB2 + 2BM ´ MD ..... (I)
  और AC2 = AM2 + MC2 - 2MC ´ MD
  \ AC2 = AM2 + MB2 - 2BM ´ MD ( \ BM = MC) ..........(II)
  \ (I) तथा (II) को जोिनषेपर,
  AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

  यत्द रषेख AM ^ भुजा BC तो इस प्रमषेय की उपपखतत त्लखखए ।
  इस उदाहरण के आधारपर त्रिभुज की भुजा आैर माखधयका में परसपर संबंध समझा जा सकता है । 
                इसी को ‘अपोलोत्नयस का प्रमषेय’ कहतषे हैं । 

������������ हल तकए हुए उदाहरण ������������

उदा.(1)  आकृत्त 2.26 D PQR में, रषेख PM माखधयका है PM = 9 और PQ2 + PR2 = 290, तो QR  
  ज्ात कीत्जए ।
हल ः D PQR में, रषेख PM माखधयका है ।
  त्बंदु M रषेख QR का मधयत्बंदु है ।

  इसी प्रकार D ADC में,
    b2 = x2 + p2   
   \ p2 = b2 - x2   .......... (II)
  \ (I) में (II) के p2 का मान रखनषेपर,
    c2 = a2 + 2ax + x2 + b2 - x2

        = a2 + 2ax + b2

  \ AB2 = BC2+ AC2 + 2BC ´ CD

अपोलोतनयस का प्रमषेय (Appollonius’ Theorem)

 यत्द D ABC में, तिंदु M भुजा BC का मधय तिंदु हो, िो AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2
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P

Q

9

RM

आकृति 2.26

आकृति 2.27

           QM = MR = 1
2

QR
PQ2 + PR2 = 2PM2 + 2QM2 (अपोलोत्नयस के प्रमषेयानुसार)
  290 = 2 ´ 92 + 2QM2

  290 = 2 ´ 81 + 2QM2

  290 = 162 + 2QM2

       2QM2 = 290 - 162
       2QM2 = 128
         QM2 = 64
  QM = 8
\   QR = 2 ´ QM
        = 2 ´ 8
     = 16

उदा.(2)  त्सद्ध कीत्जए त्क समचतुभु्मज के त्िकणतों का योगफल उसकी भुजाओं के िगतों के योगफल के बराबर  
  होता है ।

दति ः c PQRS एक समचतभुु्मज है त्जसमें त्िकण्म PR  
  और त्िकण्म SQ परसपर त्बंदु T पर प्रत्तचछषेत्दत  
  करतषे हैं । 

P

Q

T

R

S

साधय ः PS2 + SR2 + QR2 + PQ2 = PR2 + QS2 
उपपतति ः समचतभुु्मज के त्िकण्म परसपर एक दूसरषे को समद ्त्िभात्जत करतषे हैं ।
  \ अपोलोत्नयस के प्रमषेयानुसार,
  PQ2 + PS2 = 2PT2 + 2QT2 .......... (I) 
  QR2 + SR2 = 2RT2 + 2QT2 .......... (II)
  \ (I) तथा (II) को जोिनषे पर,
   PQ2 + PS2 + QR2 + SR2 = 2(PT2 + RT2) + 4QT2

  \PS2 + SR2 + QR2 + PQ2  = 2(PT2 + PT2) + 4QT2 .......... (RT = PT)
   = 4PT2 + 4QT2

   = (2PT)2 + (2QT)2

   = PR2 + QS2

  (इस उदाहरण को हम पायथागोरस के प्रमषेय की सहायता सषे भी हल कर सकतषे हैं ।)
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प्रशनसंग्रह 2.2

1. D PQR में, त्बंदु S यह भुजा QR का मधयत्बंदु है, यत्द PQ = 11, PR = 17, PS = 13 हो तो  
 QR की लंबाई ज्ात कीत्जए ।
2. D ABC में, AB = 10, AC = 7, BC = 9 तो त्बंदु C सषे भुजा AB पर खींची गई माखधयका की लंबाई  
 त्कतनी होगी?
3. आकृत्त 2.28 में रषेख PS यह D PQR की  
 माखधयका है और PT ^ QR तो त्सद्ध कीत्जए  
 त्क,

 (1) PR2 = PS2 + QR ´ ST + QR
2

2








 
 (2) PQ2 = PS2 - QR ´ ST + QR

2

2








4. आकृत्त 2.29 में, D ABC में 
 त्बंदु M यह भुजा BC का मधयत्बंदु है,
 यत्द AB2 + AC2 = 290 सषेमी,
 AM = 8 सषेमी, तो BC ज्ात कीत्जए ।

5«. आकृत्त 2.30 में दशा्मएनुसार त्बंदु T यह आयत  
 PQRS के अंतभा्मग में खसथत है । तो त्सद्ध कीत्जए  
 त्क, TS2 + TQ2 = TP2 + TR2

 (आकृत्त में दशा्मएअनुसार रषेख AB || भुजा SR  
 ऐसा खींत्चए त्क A-T-B)

P

Q T RS
आकृति 2.28

A

B CM
आकृति 2.29

P Q

A B
T

RS
आकृति 2.30

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 2

1. त्नमनत्लखखत बहुिैकखलपक प्र्नों के त्दए गए उततरों में सषे उत्चत त्िकलप चुनकर त्लखखए । 
 (1) त्नमनत्लखखत में सषे कौन-सा पायथागोरस का त्रिक्  है ?
  (A) (1, 5, 10)        (B) (3, 4, 5)         (C) (2, 2, 2)     (D) (5, 5, 2)
 (2) समकोण त्रिभुज में समकोण बनानषे िाली भुजाओं के िगतों का योगफल 169 हो तो उसके कण्म की लंबाई  
  त्कतनी होगी ?
  (A) 15  (B) 13  (C) 5  (D) 12
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 (3) त्नमनत्लखखत में सषे कौन-सषे त्दनांक की संखया पायथागोरस का त्रिक्  हैं?
  (A) 15/08/17  (B) 16/08/16 (C) 3/5/17 (D) 4/9/15 
 (4) a, b, c भुजािालषे त्रिभुज में यत्द a2 + b2 = c2 हो तो िह त्रिभुज त्कस प्रकार का होगा?
  (A) अत्धक कोण त्रिभुज     (B) नयूनकोण त्रिभुज    (C) समकोण त्रिभुज     (D)समबाहु त्रिभुज
 (5) त्कसी चतभुु्मज का त्िकण्म 10 2  सषेमी हो तो उसकी पररत्मत्त ............... होगी ।
  (A) 10 सषेमी  (B) 40 2  सषेमी  (C) 20 सषेमी (D) 40 सषेमी
 (6) त्कसी समकोण त्रिभुज में कण्म पर खींचषे गए शीर्मलंब सषे कण्म के 4 सषेमी तथा 9 सषेमी लंबाईिालषे दो भाग  
  होतषे हैं, तो उस शीर्मलंब की लंबाई त्कतनी होगी? 
  (A) 9 सषेमी (B) 4 सषेमी  (C) 6 सषेमी  (D) 2 6  सषेमी
 (7) समकोण त्रिभुज में समकोण बनानषे िाली भुजा की लंबाई 24 सषेमी तथा 18 सषेमी हों तो उसके कण्म की  
  लंबाई ............... होगी ।
  (A) 24 सषेमी  (B) 30 सषेमी  (C) 15 सषेमी  (D) 18 सषेमी
 (8) D ABC में, यत्द AB = 6 3  सषेमी, AC = 12 सषेमी और BC = 6 सषेमी हो, तो Ð A का माप   
  त्कतना होगा?
  (A) 30°  (B) 60° (C) 90° (D) 45°
2. त्नमनत्लखखत उपप्र्नों को हल कीत्जए । 

 (1) त्कसी समबाहु त्रिभुज की भुजा 2a हो तो उसकी ऊँचाई ज्ात कीत्जए । 
 (2) त्कसी त्रिभुज के भुजाओं की लंबाई क्रमश: 7 सषेमी, 24 सषेमी, 25 सषेमी हो तो कया िह त्रिभुज समकोण  
  त्रिभुज होगा ? कारण सत्हत त्लखखए ।
 (3) त्कसी आयत की भुजाएँ क्रमश: 11 सषेमी तथा 60 सषेमी हों तो उसके त्िकण्म की लंबाई ज्ात कीत्जए ।
 (4) त्कसी समकोण  त्रिभुज में समकोण बनानषे िाली भुजाएँ क्रमश: 9 सषेमी तथा 12 सषेमी हों तो उस त्रिभुज  
  के कण्म की लंबाई ज्ात कीत्जए ।

 (5) त्कसी समद् त्िबाहु समकोण त्रिभुज के भुजा की लंबाई x हो, तो उसके कण्म की लंबाई ज्ात कीत्जए ।
 (6) D PQR में; PQ = 8 , QR = 5 , PR = 3 ; तो कया D PQR समकोण त्रिभुज है ?  
  यत्द है, तो उसका कौन-सा कोण समकोण होगा?
3. D RST में, Ð S = 90°, Ð T = 30°, RT = 12 सषेमी हो तो RS तथा ST का मान ज्ात कीत्जए ।
4. त्कसी आयत का क्षेरिफल 192 िग्म सषेमी तथा उसकी लंबाई 16 सषेमी हो, तो उस आयत के त्िकण्म की लंबाई  
 ज्ात कीत्जए ।
5«. त्कसी समबाहु त्रिभुज की ऊँचाई 3  सषेमी हो, तो उस त्रिभुज के भुजा की लंबाई तथा उसकी पररत्मत्त ज्ात  
 कीत्जए ।
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6. D ABC में रषेख AP माखधयका है । यत्द BC = 18, AB2 + AC2 = 260 तो AP ज्ात कीत्जए ।
7«  समकोण त्रिभुज ABC में आधार BC पर त्बंदु P इस प्रकार है त्क PC = 1

3
 BC, यत्द AB = 6 सषेमी  

 तो AP ज्ात कीत्जए ।

8. आकृत्त 2.31 में M-Q-R-N दी गई जानकारी  
 के आधार पर त्सद्ध कीत्जए त्क :
 PM = PN = 3  ´ a

9. त्सद्ध कीत्जए त्क, समांतर चतुभु्मज के त्िकणतों के िगतों का योगफल उस चतुभु्मज की भुजाओं के िगतों के   
 योगफल के बराबर होता है ।

10. सीमा  और नषेहा नषे एक ही सथान सषे पिू्म और उततर त्दशा में एक ही गत्त सषे चलना प्रारंभ त्कया, दो घंटषे प्चात  
 उनके बीच की दूरी 15 2  त्कमी हो तो उनकी प्रत्तघंटा गत्त ज्ात कीत्जए ।

11«.  D ABC में Ð BAC = 90°, 
 रषेख BL तथा रषेख CM, यह D ABC की  
 माखधयकाएँ  हों तो त्सद्ध कीत्जए त्क, 
 4(BL2 + CM2) = 5 BC2

12. त्कसी समांतर चतुभु्मज की दो संलग्न भुजाओं के िगतों का योगफल 130 सषेमी हो तथा उसके एक त्िकण्म की  
 लंबाई 14 सषेमी हो तो उसके दूसरषे त्िकण्म की लंबाई ज्ात कीत्जए ।

13. D ABC में रषेख AD ^ रषेख BC और 
 DB = 3CD,  तो त्सद्ध कीत्जए त्क ः
 2AB2 = 2AC2 + BC2    

आकृति 2.32

A

B

C

M

L

आकृति 2.33

A

BC D

14«.  त्कसी समद ्त्िबाहु त्रिभुज में सिाांगसम भुजाओं की लंबाई 13 सषेमी तथा आधार की लंबाई 10 सषेमी हो तो उस  
  त्रिभुज की माखधयकाओं के संगमन त्बंदु सषे आधार के सममुख शीर्म त्बंदु तक की दूरी ज्ात कीत्जए ।

आकृति 2.31

P

Q
M Naa

a
RS

a a
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15. समलंब चतभुु्मज ABCD में,
रषेख AB || रषेख DC
रषेख BD ^ रषेख AD,
रषेख AC ^ रषेख BC,
यत्द AD = 15,  BC = 15 और AB = 25
हो तो A(c  ABCD) का मान त्कतना होगा?

P

Q
60° 60°

T RS

आकृति 2.34

15 15

A B

CD

25

17«.  D PQR में रषेख PM यह माखधयका है । यत्द PQ = 40, PR = 42 और PM = 29, तो QR की 
लंबाई ज्ात कीत्जए ।

18. D ABC में रषेख AM यह माखधयका है । यत्द AB = 22, AC = 34, BC = 24, तो AM की
लंबाई ज्ात कीत्जए ।

ICT Tools or Links

इंटरनषेट सषे ‘Story on the life of Pythagoras’ की जानकारी प्राप्त कर के Slide show तैयार कीत्जए ।

rrr

16«. संलग्न आकृत्त में D PQR एक समबाहु त्रिभुज है  
 त्जसमें त्बंदु S यह रषेख QR पर इस प्रकार है त्क,

QS = 1
3

 QR तो त्सद्ध कीत्जए त्क;

9 PS2 = 7 PQ2

आकृति 2.35
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·  एक, दो तथा तीन त्बंदुओं सषे होकर जानषे िालषे िृतत ·  िृतत की छषेदन रषेखा तथा सपश्मरषेखा
· सपश्मिृतत  · िृततचाप
· अंतत्ल्मखखत कोण तथा अंतःखंत्डत चाप  · चक्रीय चतुभु्मज
· सपश्मरषेखा छषेदनरषेखा कोण प्रमषेय  · जीिाओं के प्रत्तचछषेदन का प्रमषेय

िृतत के केंद्र, त्रिजया, वयास, जीिा, अंतःभाग, बत्हभा्मग आत्द नामों सषे आप भलीभातँ्त पररत्चत हैं । सिाांगसम 
िृतत, एक केंद्रीय िृतत तथा परसपर प्रत्तचछषेत्दत करनषे िालषे िृततों को याद कीत्जए ।

 इस प्र्न को हल करनषे के त्लए उपयोग में आनषे िालषे प्रमषेय तथा उसके गुणधम्म को याद करके त्लखखए ।
(1)  िृतत के केंद्र सषे जीिा पर डाला गया लंब .......... 
(2) 
(3) 
 इन गुणधमतों का उपयोग कर प्र्न हल कीत्जए।

C

D EF

आकृति 3.1

कृति I ः  संलग्न आकृत्त में C केंद्रिालषे िृतत में  
  रषेख  DE एक जीिा है । 

  रषेख CF ^ जीिा DE, यत्द िृतत का  
  वयास 20 सषेमी  और DE = 16 सषेमी हो,  
  तो CF = त्कतना ?

नौिीं कक्ा में अधययन त्कए हुए जीिा के गुणधम्म को त्नमनत्लखखत कृत्त की सहायता सषे याद कीत्जए ।

सिाांगसम िृतत एक केंद्रीय िृतत परसपर प्रत्तचछषेत्दत करनषे िालषे िृतत

3 वृति

आओ सीखें

थोड़ा याद करें
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कृति II ः  संलग्न आकृत्त में O केंद्रिालषे िृतत की 
  रषेख QR एक जीिा है। त्बंदु P जीिा 
  QR का मधयत्बंदु है। यत्द QR = 24, 
  OP = 10 तो िृतत की त्रिजया ज्ात कीत्जए । 

 यह प्र्न हल करनषे के त्लए उपयुक्त प्रमषेय त्लखखए ।
(1)  
(2) 
 इन प्रमषेयों का उपयोग करके उदाहरण हल कीत्जए ।

कृति III ः आकृत्त में िृतत का केंद्र M तथा 
  रषेख AB वयास है ।
  रषेख MS ^ जीिा AD
  रषेख MT ^ जीिा AC
  ÐDAB @ ÐCAB
  तो त्सद् ध कीत्जए; जीिा AD @ जीिा AC
 यह प्र्न हल करनषे के त्लए त्नमनत्लखखत में सषे त्कस प्रमषेय का उपयोग करेंगषे?
(1)  िृतत की दो जीिाएँ केंद्र सषे समान दूरी पर हों तो िषे परसपर सिाांगसम होती हैं ।
(2) एक ही िृतत की सिाांगसम जीिाएँ िृतत के केंद्र सषे समान दूरी पर होती हैं ।
 इनके अालािा त्रिभुजों की सिाांगसमता की त्नमनत्लखखत में सषे कौन-सी कसौटी उपयोगी होगी?
 (1) भुकोभु, (2) कोभुको, (3) भुभुभु, (4) कोकोभु, (5) कण्म-भुजा
 उत्चत कसौटी और प्रमषेय का प्रयोग करके उपपखतत त्लखखए ।

एक, दो िथा िीन तिंदुओं सषे होकर जानषे वालषे वृति

संलग्न आकृत्त में,त्कसी एक प्रतल में त्बंदु A 
दशा्मया गया है । केंद्रत्बंदु  P, Q, R िालषे तीन िृतत त्बंदु 
A सषे होकर जातषे हैं । त्बंदु A सषे जानषे िालषे ऐसषे त्कतनषे 
िृतत हो सकतषे हैं?

यत्द आपका उततर ‘त्कतनषे भी’ या ‘असंखय’ है तो 
िह सही है ।

एक ही त्बंदु सषे होकर जानषे िालषे असंखय िृतत हो 
सकतषे हैं ।

आकृति 3.2

आकृति 3.3

आकृति 3.4

PQ R

O

A

T

D

B

C

S
M

P

A

Q

R

आओ जानें
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संलग्न आकतृ्त में A और B इन दो त्भन्न त्बंदुओं सषे होकर 
जानषेिालषे त्कतनषे िृतत होंगषे? 

A, B, C इन तीन त्बंदुओं सषे होकर जानषे िालषे त्कतनषे िृतत 
होंगषे?

आइए दषेखें आगषे दी गई कृत्तयों सषे कोई उततर प्राप्त होता है 
कया?

कृति I ः  त्बंदु A और त्बंदु B को जोिनषे िाली  
  रषेख AB खींत्चए। इस रषेखाखंड की  
  लंब समत्द् िभाजक रषेखा l खींत्चए। रषेखा l 
  पर त्बंदु P को केंद्र तथा PA को त्रिजया  
  मान कर िृतत खींत्चए । दषेखखए यह िृतत 
  त्बंदु B सषे भी होकर गुजरता है । इसका   
  कारण बताइए । (लंब समद् त्िभाजक रषेखा  
  का गुणधम्म याद कीत्जए ।)

  रषेखा l पर Q एक और त्बंदु लषेकर केंद्र Q आैर त्रिजया QA लषेकर खींचा गया िृतत भी कया त्बंदु B सषे  
  होकर जाएगा ? त्चंतन कीत्जए ।

  त्बंदु A आैर त्बंदु B सषे होकर जानषे िालषे और त्कतनषे िृतत खींचषे जा सकेंगषे? उनके केंद्र त्बंदु कहाँ होंगषे?

कृति II ः नैकरषेखीय (अरषेखीय) त्बंदु A, B, C  
  लीत्जए। इन तीनों त्बंदुओं सषे होकर  
  जानषे िालषे िृतत खींत्चए। इन तीनों त्बंदुओं  
  सषे होकर जानषे िाला एक िृतत और खींचा 
  जा सकेगा कया? त्चंतन कीत्जए ।

कृति III ः एकरषेखीय त्बंदु D, E, F लीत्जए । इन तीनों त्बंदुओं सषे होकर जानषे िाला िृतत खींचनषे का प्रयास  
  कीत्जए । यत्द िृतत नहीं खींचा जा सकता तो कयों? इसके बारषे में त्िचार कीत्जए ।

(1) त्कसी एक त्बंदु सषे होकर जानषे िालषे असंखय िृतत खींचषे जा सकतषे हैं ।
(2) दो त्भन्न त्बंदुओं सषे होकर जानषे िालषे असंखय िृतत होतषे हैं ।
(3) तीन नैकरषेखीय (अरैखखक) त्बंदुओं सषे होकर जानषे िाला एक और केिल एक िृतत होता है ।
(4) तीन एकरषेखीय त्बंदुओं सषे होकर जानषे िाला एक भी िृतत नहीं खींचा जा सकता ।

आकृति 3.5

आकृति 3.6

आकृति 3.7

A

B

C

A B

C

P
Q

A B

l

इसषे धयान में रखें
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कृति ः

O केंद्रिाला एक बिा िृतत खींत्चए। उस िृतत 

की एक त्रिजया रषेख OP खींत्चए । रषेखा और िृृतत के 

प्रत्तचछषेदन त्बंदुओं को A और B नाम दीत्जए । कलपना 

कीत्जए त्क रषेखा AB त्बंदु O सषे त्बंदु P की ओर इसप्रकार 

सरक रही है त्क उसकी पहलषे की खसथत्त नयी खसथत्त के 

समांतर रहषेगी । अथा्मत रषेखा AB और त्रिजया के बीच का 

कोण हमषेशा समकोण रहषेगा ।

ऐसा करनषे पर त्बंदु A और B िृतत पर परसपर नजदीक आनषे लगेंगषे । अंत में िषे त्बंदु P में समात्िष्ट हो जातषे हैं । इस 

खसथत्त में रषेखा AB िृतत की सपश्मरषेखा होगी परंतु त्रिजया OP आैर रषेखा AB के बीच का कोण सदैि समकोण ही रहषेगा ।

इससषे हमें ज्ात होता है त्क िृतत के त्कसी भी त्बंदु सषे जानषे िाली सपश्मरषेखा उस त्बंदु को त्मलानषे िाली त्रिजया पर 

लंब होती है । इस गुणधम्म को ‘सपश्मरषेखा त्रिजया प्रमषेय’ कहतषे हैं ।

आकृत्त में रषेखा l एिं िृतत के बीच कोई सामानय त्बंदु नहीं है ।
 आकृत्त में रषेखा m एिं िृतत के बीच त्बंदु P एक सामानय त्बंदु है। यहाँ m िृतत की सपश्म रषेखा है एिं त्बंदु P 

यह सपश्म त्बंदु है ।
आकृत्त में रषेखा n एिं िृतत में दो समानय त्बंदु हैं। Q एिं R रषेखा ि िृतत के प्रत्तचछषेदन त्बंदु हैं। रषेखा n को िृतत 

की छषेदन रषेखा कहतषे हैं ।
िृतत के सपश्म रषेखा का एक महत्िपूण्म गुणधम्म एक कृत्त सषे समत्झए ।

आकृति 3.8

A
R

B

l m n

C
P

Q

आकृति 3.9

A

P

O
B

वृति की ्षेदन रषेखा और सपश्तरषेखा

आओ जानें
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O A

l

आकृति 3.10

आकृति 3.11

A
B
C

O

l

उपपतति ः मानाषे रषेखा l रषेख OA पर लंब नहीं है । 
  मानाषे त्बंदु O सषे रषेखा l पर, OB लंब  
  खींचा गया ।
  सिाभात्िक रूप सषे त्बंदु B, त्बंदु A सषे त्भन्न  
  होना चात्हए । (आकतृ्त 3.11 दषेखखए) 
  रषेखा l पर त्बंदु C इस प्रकार लीत्जए त्क  
  A-B-C और BA = BC
  अब, DOBC और DOBA में,
  रषेख BC @ रषेख BA .......... (रचना)

सपश्तरषेखा-तरिजया प्रमषेय (Tangent theorem)

प्रमषेय ः वृति के तकसी भी तिंदु सषे होकर जानषेवाली सपश्तरषेखा उस तिंदु को केंद्र सषे जोड़नषेवाली तरिजया पर लंि होिी  
  है ।
अतधक जानकारी हषेिू ः

दति ः O केंद्रिालषे िृतत को, एक रषेखा l, त्बंदु A पर सपश्म करती है । रषेख OA िृतत की त्रिजया है ।
साधय ः रषेखा l ^ त्रिजया OA

  ÐOBC @ ÐOBA .......... (प्रतयषेक समकोण)
  रषेख OB @ रषेख OB 
 \ DOBC @ DOBA .......... (भुकोभु कसौटी)
 \ OC = OA

  परंतु रषेख OA यह त्रिजया है, अथा्मत 
  रषेख OC भी त्रिजया होगी ।
 \ त्बंदु C िृतत पर खसथत है ।
  अथा्मत रषेखा l, िृतत को A आैर C दो त्बंदुओं पर प्रत्तचछषेत्दत  
  करषेगी । यह कथन दतत सषे असंगत है
  कयोंत्क रषेखा l सपश्मरषेखा है ........... दतत
  अथा्मत रषेखा l िृतत को एक ही त्बंदु पर प्रत्तचछषेत्दत करती है ।
 \ रषेखा l त्रिजया OA पर लंब नहीं है; ऐसा मानना असतय  
   है ।
 \ रषेखा l ^ त्रिजया OA.
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थोड़ा याद करें

समकोण त्रिभुज में कण्म सबसषे बिी भुजा होती है, यह गुणधम्म पढ़षे गए
त्कस प्रमषेय का उपयोग कर त्सद् ध कर सकतषे हैं ?

सपश्त रषेखा - तरिजया प्रमषेय का तवलोम (Converse of Tangent Theorem)

िृतत की त्रिजया के बाह्य त्सरषे सषे होकर जानषे िाली तथा उस त्रिजया पर लंब रषेखा उस िृतत की सपश्म रषेखा होती है ।

दतत ः रषेख MN, M केंद्रिालषे िृतत की त्रिजया  
  है । त्बंदु N सषे जानषे िाली रषेखा l, त्रिजया  
  MN पर लंब है ।
साधय ः रषेखा l  उस िृतत की सपश्म रषेखा है ।
उपपखतत ः रषेखा l पर N के अत्तररक्त एक त्बंदु P  
  लीत्जए । रषेख MP खींत्चए ।

  अब, D MNP में Ð N समकोण है ।
  \ रषेख MP त्िकण्म है ।
  \ रषेख MP > रषेख MN
  \ त्बंदु P िृतत पर हो यह संभि नहीं ।
  अथा्मत रषेखा l पर N के अत्तररक्त अनय कोई भी त्बंदु िृतत पर नहीं है ।
  \ रषेखा l िृतत को एक ही त्बंदु N पर प्रत्तचछषेत्दत करती है ।
  \ रषेखा l उस िृतत की सपश्म रषेखा है ।

A केंद्रिालषे त्कसी िृतत पर कोई त्बंदु B खसथत है । इस िृतत के त्बंदु 
B सषे होकर जानषेिाली सपश्म रषेखा खींचनी है ।

B त्बंदु सषे जानषेिाली असंखय रषेखाएँ हो सकती हैं । उनमें सषे कौन-सी 
रषेखा इस िृतत की सपश्म रषेखा होगी? उसषे कैसषे खींचा जा सकता है?

कया त्बंदु B सषे जानषे िाली एक सषे अत्धक सपश्म रषेखाएँ हो सकती हैं?

आकृति 3.12
A B

C

D

A

B
C

आओ चचा्त करें

आओ जानें

आकृति 3.14

आकृति 3.13

M

N P l
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कया िृतत के बाह्य भाग में खसथत त्बंदु D सषे उस िृतत 
पर सपश्म रषेखा खींची जा सकती है? यत्द हाँ ताषे त्कतनी सपश्म 
रषेखाएँ होंगी?

चचा्म सषे आपको धयान में आया होगा त्क आकतृ्त में 
दशा्मए अनुसार िृतत के बाह्यभाग सषे उस िृतत पर दो सपश्म 
रषेखाएँ खींची जा सकती हैं ।

संलग्न आकृत्त में A केंद्रिालषे िृतत पर रषेखा DP और 
रषेखा DQ दो सपश्मरषेखाएँ, क्रमशः त्बंदु P और त्बंदु Q पर 
सपश्म करती हैं ।

रषेख DP और रषेख DQ को सपश्मरषेखाखंड कहतषे हैं ।
आकृति 3.15

उदा. (1)  दी गई आकृत्त में, D केंद्रिाला िृतत 
  Ð ACB के भुजाओं को त्बंदु A तथा त्बंदु 
  B पर सपश्म करता है । यत्द Ð ACB = 52°,  
  तो Ð ADB का माप ज्ात कीत्जए ।
हल ः चतुभु्मज के चारों कोणों के मापों का योगफल  
  360° होता है ।

  \ ÐACB + ÐCAD + ÐCBD + ÐADB = 360°
  \ 52° + 90° + 90° + ÐADB = 360° .......... (सपश्म रषेखा त्रिजया प्रमषेय)
  \ ÐADB + 232° = 360°
  \ ÐADB = 360° - 232° = 128°

P

A

Q

D

A

D

B

C

आकृति 3.16

आकृति 3.17

  कया िृतत के अंतःभाग में खसथत त्बंदु C सषे उस िृतत पर सपश्म रषेखा खींची जा सकती है?

सपश्तरषेखाखं्ड का प्रमषेय  (Tangent segment theorem)

प्रमषेय ः वृति के िाह्य भाग में तसथि तिंदु सषे उस वृति पर खींचषे गए सपश्त रषेखाखं्ड सवाांगसम होिषे हैं ।
  साथ की आकृत्त के आधार पर दतत और साधय त्नख्चत कीत्जए ।
  त्रिजया AP और AQ खींचकर इस प्रमषेय की उपपखतत नीचषे त्दए गए ररक्त सथानों को भरकर पणू्म कीत्जए ।
उपपतति ः D PAD और D QAD में,
  भुजा PA @  (एक ही िृतत की त्रिजया)
  भुजा AD @ भुजा AD 
  Ð APD = Ð AQD = 90° ......(सपश्म रषेखा का प्रमषेय)
  \ D PAD @ D QAD 
  \ भुजा DP @ भुजा DQ 

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

P

A

Q

D
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उदा. (2)  रषेखा a आैर रषेखा b, O केंद्रिालषे िृतत की समांतर सपश्म रषेखाएँ िृतत को क्रमशः त्बंदु P तथा  
  Q पर सपश्म करती हैं, त्सद् ध कीत्जए त्क रषेख PQ उस िृतत का वयास है ।
उपपतति ः त्बंदु O सषे रषेखा a के समांतर रषेखा c खींत्चए । 
  आकृत्त में दशा्मएनुसार रषेखा a, c, b पर क्रमशः त्बंदु T,  
  S, R लीत्जए ।
  त्रिजया OP और त्रिजया OQ खींत्चए ।
  अब, ÐOPT = 90° ..... (सपश्म रषेखा त्रिजया प्रमषेय)
 \ ÐSOP = 90°..... (अंतःकोण गुणधम्म) .... (I)
  अब, रषेखा a || रषेखा c ..... (रचना सषे)
     रषेखा a || रषेखा b ..... (दतत)
     रषेखा b || रषेखा c ..... (सपश्म रषेखा प्रमषेय)
  अब ÐOQR = 90°.... (सपश्म रषेखा त्रिजया प्रमषेय)
 \ ÐSOQ = 90°..... (अंतःकोण गुणधम्म) .... (II)
 \ (I) तथा (II) सषे,
  ÐSOP + ÐSOQ = 90° + 90° = 180°
 \ त्करण OP और त्करण OQ त्िपरीत त्करण हैं ।
 \ त्बंदु P, O, Q एकरषेखीय हैं ।
 \ रषेख PQ िृतत का वयास है ।

आकृति 3.18

P T

O S

Q R

a

b

c

 बरसात में रासतषे पर जमा पानी में मोटर साइत्कल जातषे समय उसके 
त्पछलषे पत्हए सषे उिनषे िालषे पानी की धारा को आपनषे दषेखा होगा । आप के 
धयान में आया होगा त्क िषे धाराएँ िृतत की सपश्म रषेखा जैसषे त्दखाई दषेती हैं । 
िषे धाराएँ ऐसषे ही कयों त्दखाई दषेती है ? उसकी जानकारी आप अपनषे त्िज्ान 
अधयापक सषे लीत्जए ।
 घूमतषे हुए भूचक्र सषे त्नकलनषे िाली त्चंगाररयाँ उसी प्रकार चाकू को 
धार दषेतषे समय त्नकलनषे िाली त्चंगाररयाषें का त्नरीक्ण कीत्जए । कया िह सपश्म 
रषेखा जैसी त्दखाई दषेती है ?

इसषे धयान में रखें

(1) सपश्म रषेखा - त्रिजया प्रमषेय ः िृतत के त्कसी भी त्बंदु सषे होकर जानषे िाली सपश्म रषेखा उस त्बंदु को केंद्र सषे जोिनषे  
 िाली त्रिजया पर लंब होती है । 
(2) सपश्म रषेखा - त्रिजया प्रमषेय का त्िलोम ः िृतत की त्रिजया के बाह्य त्सरषे सषे होकर जानषे िाली और उस त्रिजया पर  
 लंब रषेखा उस िृतत की सपश्म रषेखा होती है । 
(3) िृतत के बाहर खसथत त्बंदु सषे उस िृतत पर खींचषे गए सपश्म रषेखाखंड सिाांगसम होतषे हैं ।

पत्हए के घुमनषे की त्दशा
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प्रशनसंग्रह 3.1

1. संलग्न आकतृ्त में, C केंद्रिालषे िृतत की त्रिजया 6 सषेमी है । रषेखा AB िृतत को त्बंदु A पर सपश्म करता है । इस  
 जानकारी के आधार पर त्नमनत्लखखत प्र्नों के उततर दीत्जए ।
 (1) ÐCAB का माप त्कतनषे अंश है? कयों?
 (2) त्बंदु C, रषेखा AB सषे त्कतनी दूरी पर है? कयों?
 (3) यत्द d(A,B)= 6 सषेमी, तो d(B,C) ज्ात कीत्जए ।
 (4) ÐABC का माप त्कतनषे अंश है? कयों?

2. संलग्न आकतृ्त में, O केंद्रिालषे िृतत  
 के बाह्य भाग में खसथत त्बंदु R सषे खींचषे गए 
 RM और RN सपश्म रषेखाखंड िृतत को त्बंदु  
 M और N पर सपश्म करतषे हैं ।
 यत्द l(O,R)= 10 सषेमी तथा िृतत की त्रिजया 
 5 सषेमी हो तो -

M

N

O R

M

N

O R

आकृति 3.20

आकृति 3.21

A B

C

आकृति 3.19

 (1) प्रतयषेक सपश्म रषेखाखंड की लंबाई त्कतनी होगी ?
 (2) Ð MRO का माप त्कतना होगा?  (3) Ð MRN का माप त्कतना होगा?

3. रषेख RM और रषेख RN, O केंद्रिालषे िृतत के  
 सपश्म रषेखाखंड हैं । त्सद् ध कीत्जए की रषेख OR,  
 Ð MRN और Ð MON दोनों कोणों का  
 समद् त्िभाजक है ।

4. 4.5 सषेमी त्रिजया िालषे िृतत की दो सपश्म रषेखाएँ परसपर समांतर हैं । उन सपश्म रषेखाओं के बीच की दूरी त्कतनी होगी  
 कारण सत्हत त्लखखए ।

ICT Tools or Links

संगणक पर त्जओजषेब्ा इस सॉफटिषेअर की सहायता सषे िृतत तथा िृतत के बाह्य भाग में खसथत त्बंदु सषे सपश्म 
रषेखा खींचकर सपश्म रषेखाखिं सिाांगसम है इसकी जाँच कीत्जए ।
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आकृति 3.23

आओ जानें

आकृति 3.22

X Y Z

Y X Z

कृति I ः
  आकृत्त 3.22 में दशा्मए अनुसार X-Y-Z  
  एकरैखखक त्बंदु लीत्जए । केंद्र X तथा त्रिजया 
  XY लषेकर िृतत खींत्चए । केंद्र Z तथा त्रिजया  
  YZ लषेकर एक दूसरा िृतत खींत्चए । यह दोनों  
  िृतत एक दूसरषे को एक ही सामानय त्बंदु Y पर  
  सपश्म करतषे हैं । त्बंदु Y सषे रषेख XZ पर लंब  
  रषेखा खींत्चए । यह धयान रहषे त्क यह रषेखा दोनों  
  िृततों की सामानय सपश्म रषेखा है ।

कृति II ः
  आकृत्त 3.23 में दशा्मए अनुसार Y-X-Z  
  एकरैखखक त्बंदु खींत्चए ।
  केंद्र Z और ZY त्रिजया लषेकर िृतत खींत्चए ।
  केंद्र X और XY त्रिजया लषेकर िृतत खींत्चए ।
  दोनों िृतत एक दूसरषे को एक ही सामानय त्बंदु  
  Y पर सपश्म करतषे हैं ।
  त्बंदु Y सषे रषेख YZ पर लंब रषेखा खींत्चए । 
  धयान रहषे यह रषेखा दोनों िृततों की सामानय  
  सपश्म रषेखा है ।

उपयु्मक्त कृत्तयों में आपके धयान में आया होगा त्क दोनों आकतृ्तयों में िृतत एक ही प्रतल में हैं और एक दूसरषे को 
एक ही त्बंदु पर सपश्म करतषे हैं । ऐसषे िृततों को एक दूसरषे को सपश्म करनषे िालषे िृतत या सपश्त वृति कहतषे हैं ।

सपश्म िृततों की पररभारा आगषे त्दए अनुसार की जाती है ।
त्कसी प्रतल में खसथत दो िृतत उसी प्रतल में खसथत एक रषेखा को एक ही त्बंदु पर सपश्म करतषे हों तो उनहें सपश्म िृतत 

कहतषे हैं । िह रषेखा उन दोनों िृततों की सामानय सपश्म रषेखा होती है ।
दोनों िृतत तथा रषेखा पर खसथत सामानय त्बंदु को सामानय सपश्त तिंदु कहतषे हैं ।

सपश्त वृति (Touching circle)
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आकृत्त 3.24 में केंद्र R तथा केंद्र S िालषे िृतत रषेख l को एक ही त्बंदु T पर सपश्म करतषे हैं । अथा्मत उन दोनों 
सपश्म िृततों की रषेखा l सामानय सपश्म रषेखा है । इस आकतृ्त में िृतत िाह्यसपशशी हैं ।

आकृत्त 3.25 में िृतत अंिःसपशशी हैं तथा रषेख p उनकी सामानय सपश्म रषेखा है ।

(1) आकृत्त 3.24 में त्दए गए िृततों के जैसषे परसपर सपश्म करनषे िालषे िृततों को बाह्यसपशशी िृतत कयों कहतषे  
 हैं?
(2) आकृत्त 3.25 में त्दए गए िृततों के जैसषे परसपर सपश्म करनषे िालषे िृततों को अंतःसपशशी िृतत कयों कहतषे  
 हैं?
(3) नीचषे दी गई आकृत्त 3.26 में, केंद्र A तथा B िालषे िृततों की त्रिजया क्रमशः 3 सषेमी तथा 4 सषेमी हो तो -
 (i) आकृत्त 3.26 (a) में d(A,B) त्कतना होगा?
 (ii) आकृत्त 3.26 (b) में d(A,B) त्कतना होगा?

आकृति 3.24

R T S

l p

K
N M

आकृति 3.25

सपश्त वृति प्रमषेय (Theorem of touching circles)

प्रमषेय  ः यत्द दो सपश्म िृतत हैं तो सामानय त्बंदु उन दो िृततों के केंद्रों को त्मलनषे िाली रषेखा पर होता है ।

आकृति 3.26

A C B

l

(a)

A

C

B

l

(b)

 थोड़ा सोचें



58

आकृति 3.27

A

P R Q

B

आकृति 3.28

A

l

B

C
D

E

दति ः त्बंदु A तथा B केंद्र िालषे िृततों का सपश्म त्बंदु C है ।
साधय ः C त्बंदु रषेखा AB पर खसथत है ।
उपपतति ः माना, रषेखा l सपश्म िृततों की सामानय सपश्म रषेखा है ।
  रषेखा l ^ रषेख AC, रषेखा l ^ रषेख BC. \  रषेख AC तथा रषेख BC रषेखा l पर लंब हैं।
  त्बंदु C सषे रषेखा l पर एक ही लंब रषेखा खींची जा सकती है। \ C, A, B एकरषेखीय हैं।
 

  

(1) परसपर एक दूसरषे को सपश्म करनषे िालषे िृततों का सपश्म त्बंदु उन िृततों के केंद्र त्बंदु को जोिनषेिालषे रषेखा पर होता है । 
(2) बाह्यसपशशी िृततों के केंद्रों के बीच की दूरी उनकी त्रिजयाओं के योगफल के बराबर होती है ।
(3) अंतःसपशशी िृततों के केंद्रों के बीच की दूरी उनकी त्रिजयाओं के अंतर के बराबर होती है ।

1. परसपर अंतःसपश्म करनषे िालषे दो िृततों की त्रिजयाएँ क्रमशः 3.5 सषेमी तथा 4.8 सषेमी हों तो उनके केंद्रों के बीच की  
 दूरी ज्ात कीत्जए ।
2. बाह्यसपशशी दो िृततों की त्रिजयाएँ क्रमशः 5.5 सषेमी तथा 4.2 सषेमी हों तो उनके केंद्रों के बीच की दूरी ज्ात कीत्जए । 
3. 4 सषेमी और 2.8 सषेमी त्रिजया िालषे (1) बाह्यसपशशी (2) अंतःसपशशी िृतत बनाइए ।
4. आकृत्त 3.27 में P तथा Q केंद्र िालषे िृतत एकदूसरषे को R त्बंदु पर सपश्म करतषे हैं। त्बंदु R सषे जानषेिाली रषेखा  
 उन िृततों को क्रमशः त्बंदु A तथा त्बंदु B पर प्रत्तचछषेत्दत करती हो तो -

 (1) त्सद् ध कीत्जए रषेख AP || रषेख BQ
 (2) त्सद् ध कीत्जए DAPR ~ DRQB  
 (3) यत्द ÐPAR का माप 35° हो, 
   तो ÐRQB का माप ज्ात कीत्जए ।

5. आकतृ्त 3.28 में A तथा B केंद्रिालषे िृतत  
 परसपर त्बंदु E पर सपश्म करतषे हैं । उनकी  
 सामानय सपश्मरषेखा l उनहें क्रमशः C तथा D 
 त्बंदुओं पर सपश्म करती है। यत्द िृततों की त्रिजया  
 क्रमशः 4 सषेमी तथा 6 सषेमी हो तो रषेख CD की  
 लंबाई त्कतनी होगी?

इसषे धयान में रखें

प्रशनसंग्रह 3.2
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िृतत की छषेदन रषेखा द ्िारा िृतत दो भागों में त्िभात्जत 
होता है । इनमें सषे कोई भी एक भाग और िृतत की छषेदन 
रषेखा के िृतत पर खसथत त्बंदुओं को त्मलाकर बननषे िाली 
आकतृ्त को वृति चाप कहतषे हैं ।

िृतत और छषेदन रषेखा के छषेदन त्बंदुओं को चाप के 
अंतयत्बंदु अथिा चाप के त्सरषे कहतषे हैं ।

त्जस कोण का शीर्म त्बंदु िृतत के केंद्र पर होता है, 
उस कोण को केंद्रीय कोण कहतषे हैं ।

आकतृ्त 3.30 में O केंद्रिालषे िृतत का ÐAOB 
केंद्रीय कोण है । 

िृतत की छषेदन रषेखा की तरह ही केंद्रीय कोण द् िारा 
भी िृतत के दो चाप बनतषे हैं ।

आकृति 3.29

Y

k
C

A B
X

चाप का माप (Measure of an arc)

कई बार दो चापों में तुलना करनषे की आि्यकता होती है। इसके त्लए चाप के माप की वयाखया आगषे दी गई है।

थोड़ा याद करें

वृति चाप (Arc of a circle)

आकृत्त 3.29 में िृतत की छषेदन रषेखा k द् िारा, C केंद्र िालषे िृतत के AYB और AXB दो चाप बनतषे हैं । 

िृतत की छषेदन रषेखा के त्जस ओर िृतत का केंद्र होता है उस ओर के चाप को दीर्त चाप तथा दूसरी आषेर के चाप 

को लरु चाप कहतषे हैं । आकृत्त 3.29 में चाप AYB दीघ्म चाप और चाप AXB लघु चाप है । त्कसी िृतत चाप का 

नाम तीन अक्रों का उपयोग करके त्लखनषे सषे संकलपना सपष्ट होती है । परंतु यत्द कोई संदषेह न हो तो लघु चाप का 

नाम उनके अंत त्बंदु दशा्मनषे िालषे दो अक्रों द ्िारा त्लखतषे हैं । उदाहरण के त्लए आकृत्त 3.29 में चाप AXB को चाप 

AB भी त्लखतषे हैं ।

हम चाप का नाम त्लखनषे के त्लए इसी पद् धत्त का उपयोग करनषे िालषे हैं ।

केंद्रीय कोण (Central angle)

आकृति 3.30

P

Q

O
q B

A

दीघ्म िृतत चाप

लघु िृतत चाप
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आकृति 3.31

A

F

B

40°
70°

70°

G

C

D

I

E

J

कोण बनाइए। इन कोणों के माप सषे अलग मापिाला  
Ð ICJ खींत्चए । 

Ð DCE की भुजा द ्िारा आंतररक िृतत को 
प्रत्तचछषेत्दत करनषे पर प्राप्त चाप को AB नाम दीत्जए ।

चाप के माप की वयाखया के आधार पर, चाप AB 
और चाप DE के माप समान है, यह धयान में आता है । 
कया िषे दोनों चाप आपस में एक दूसरषे को ढँक लेंगषे? 
त्नख्चत ही ढँक नहीं पाएँगषे ।

अब C-DE; C-FG और C-IJ िृतत खंड काटकर अलग कीत्जए । उनहें एक दूसरषे के ऊपर रखकर दषेखखए 
त्क DE, FG और IJ में सषे कौन-सा चाप एक दूसरषे को ढँक लषेता है ।

इस कृत्त के आधार पर यह धयान आता है त्क दो चाप सिाांगसम होनषे के त्लए ‘उनके माप समान हैं’ यह पया्मप्त 
नहीं है?

दो चाप सिाांगसम होनषे के त्लए अनय कौन-सी शतते पूरी होनी आि्यक हैं?

उपयु्मक्त कृत्त सषे ज्ात होता है, त्क -
दो चापों की तरिजया एवं माप समान होिषे हैं िो वषे दोनों चाप परसपर सवाांगसम होिषे हैं । 
‘चाप DE तथा चाप GF सिाांगसम हैं।’ इसषे त्चनह द ्िारा चाप DE @ चाप GF ऐसषे दशा्मतषे हैं ।

(1) लघु चाप का माप उसके संगत केंद्रीय कोण के माप के बराबर होता है । 
  आकृत्त 3.30 में केंद्रीय Ð AOB का माप q है। इसत्लए लघु चाप APB का भी माप q होगा ।
(2) दीघ्म चाप का माप = 360° - संगत लघु चाप का माप
  आकृत्त 3.30 में दीघ्म चाप AQB का माप = 360° - चाप APB का माप = 360° - q 
(3) अध्मिृततीय चाप, अथा्मत अध्म िृतत का माप 180° होता है ।
(4) पूण्म िृततचाप का माप, अथा्मत पणू्म िृतत का माप, 360° होता है ।

आओ जानें

चाप की सवाांगसमिा (Congruence of arcs)

जब दो एक प्रतलीय आकृत्तयाँ एक दूसरषे को पूरी तरह ढँक लषेती हैं तो कहा जाता है त्क िषे आकृत्तयाँ एक दूसरषे 
की सिाांगसम हैं । सिाांगसमता की इस संकलपना के आधार पर समान मापिालषे कोण सिाांगसम होतषे हैं यह हमें ज्ात है ।

इसी प्रकार दो चापों के माप समान हों तो िषे दोनों चाप सिाांगसम होंगषे कया?
इस प्र्न का उततर दी गई कृत्त करके प्राप्त कीत्जए ।

कृति ः
आकृत्त 3.31 में दशा्मए अनुसार C केंद्रिालषे दो िृतत खींत्चए। Ð DCE और Ð FCG समान मापिालषे 
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परंतु चाप ABC और चाप BCE के बीच एक सषे अत्धक [चाप BC के सभी] सामानय त्बंदु हैं । अथा्मत चाप 
ABC और चाप BCE के माप का योगफल चाप ABE के माप के बराबर नहीं होता है ।
प्रमषेय  ः एक ही वृति के (या सवाांगसम वृतिों के) सवाांगसम चापों की संगि जीवा सवाांगसम होिी है ।

आकतृ्त 3.32 में A, B, C, D, E एक ही िृतत 
के त्बंदु हैं। इन त्बंदुओं सषे अनषेक चाप बनतषे हैं । इनमें सषे 
चाप ABC और चाप CDE के बीच एक और त्सफ्फ 
एक ही त्बंदु C सामानय है । अथा्मत चाप ABC और 
चाप CDE के मापों का योगफल चाप ACE के माप के 
बराबर होता है ।
m(चाप ABC) + m(चाप CDE) = m(चाप ACE)

दति  ः B केंद्र िालषे िृतत में चाप APC @ चाप DQE
साधय  ः जीिा AC @ जीिा DE
उपपतति ः (ररक्त सथानों की पतू्त्म कर उपपखतत पूण्म कीत्जए ।)
   D ABC और D DBE में,
   भुजा AB @ भुजा DB ....... (...................)
   भुजा .... @ भुजा ....  ....... (...................)
   ÐABC @ ÐDBE .... (सिाांगसम चापों की पररभारा) 
   \ D ABC @ D DBE ....... (...................)
   \ जीिा AC @ जीिा DE ..... (...................)

आकृति 3.32

A

B
C

D

E

P

Q

A

B

C
D

E

आकृति 3.33

प्रमषेय  ः एक ही वृति की (या सवाांगसम वृतिों की) सवाांगसम जीवाओं के संगि चाप सवाांगसम होिषे हैं ।

दति ः O केंद्र िालषे िृतत में रषेख PQ और रषेख RS,   
  सिाांगसम जीिाएँ हैं ।
साधय ः चाप PMQ @ चाप RNS
  आगषे त्दए गए त्िचार को धयान में रखकर 
  उपपखतत त्लखखए । दो चाप सिाांगसम होनषे के 
  त्लए उनकी त्रिजयाएँ तथा माप समान होनषे  
  चात्हए । चाप PMQ और चाप RNS एक ही 
  िृतत के चाप होनषे के कारण उनकी त्रिजया  

P

QM

NO

R

S

आकृति 3.34

चाप के मापों के योग का गुणधम्त (Property of sum of measures of arcs)
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A

B

C

O

आकृति 3.35
हल ः (i) चाप का नाम -
    चाप AB, चाप BC, चाप AC, चाप ABC, चाप ACB, चाप BAC
  (ii) चाप ABC का माप = चाप AB का माप + चाप BC का माप
      = 125° + 110° = 235°
      चाप AC का माप = 360° - चाप ACB का माप
      = 360° - 235° = 125°
    इसी प्रकार चाप ACB का माप = 360° - 125° = 235°
    और चाप BAC का माप = 360° - 110° = 250°

उदा. (1)  O केंद्रिालषे िृतत के A, B तथा C तीन  
   त्बंदु हैं ।
  (i)  इन तीन त्बंदुओं सषे बननषे िालषे सभी चापों  
    के नाम त्लखखए ।
  (ii) चाप BC और चाप AB के माप  
    क्रमशः 110° और 125° हों तो शषेर  
    सभी चापों के माप त्लखखए ।

  समान है । उन चापों के माप अथा्मत उनके संगत केंद्रीय कोण के माप होतषे हैं । यह केंद्रीय कोण प्राप्त करनषे 
  के त्लए त्रिजया  OP, OQ, OR और OS खींचना पिषेगा । इसषे खींचनषे पर प्राप्त D OPQ और D ORS 
  सिाांगसम हैं त्क नहीं?
  उपयु्मक्त दोनों प्रमषेय आप सिाांगसम िृततों के त्लए त्सद् ध कीत्जए ।

· उपयु्मक्त दो में सषे पहलषे प्रमषेय में लघुचाप APC और चाप DQE लघु चाप को सिाांगसम माना है । कया इनके संगत  
 दीघ्म चापों को सिाांगसम मानकर भी यह प्रमषेय त्सद ्ध त्कया जा सकता है?
· कया दूसरषे प्रमषेय में सिाांगसम जीिा के संगत दीघ्म चाप भी सिाांगसम होतषे हैं? जीिा PQ और जीिा RS यत्द  
 वयास हों तो भी कया यह प्रमषेय सही होता है?

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

 थोड़ा सोचें



63

उदा. (2)  आकृत्त 3.36 में T केंद्र िालषे िृतत में आयत PQRS अंतत्ल्मखखत है । 
   त्दखाइए त्क -
   (1) चाप PQ @ चाप SR
   (2) चाप SPQ @ चाप PQR
हल  ः (1) c PQRS एक आयत है ।
   \ जीिा PQ @ जीिा SR ....... (आयत की सममुख भुजाएँ)
   \ चाप PQ @ चाप SR ...... (सिाांगसम जीिा के संगत चाप)
   (2) जीिा PS @ जीिा QR ..... (आयत की सममुख भुजाएँ)
   \ चाप SP @ चाप QR ..... (सिाांगसम जीिा के संगत चाप)

P
Q

T

R
S

आकृति 3.36

   \ चाप SP और चाप QR के माप समान हैं ..... (I)
   अब, चाप SP और चाप PQ के मापों का योगफल
    = चाप PQ और चाप QR के मापों का योगफल
   \ चाप SPQ का माप = चाप PQR का माप
   \ चाप SPQ @ चाप PQR

(1) त्जस कोण का शीर्मत्बंदु िृतत के केंद्र पर होता है उस कोण को केंद्रीय कोण कहतषे हैं ।
(2) चाप के माप की पररभारा - (i) लघु चाप का माप उसके संगत केंद्रीय कोण के माप के बराबर होता है । 
 (ii) दीघ्म चाप का माप = 360° - संगत लघु चाप का माप (iii) अध्मिृतत के चाप का माप 180° होता है । 
(3) त्कनहीं दो िृतत चापों की त्रिजया और माप समान हों तो िषे सिाांगसम होतषे हैं ।
(4) एक ही िृतत के चाप ABC और चाप CDE के बीच जब एक ही सामानय त्बंदु C होता है, तब
 m(चाप ABC) + m(चाप CDE) = m(चाप ACE)
(5) एक ही िृतत के (या सिाांगसम िृततों के) सिाांगसम चापों की संगत जीिाएँ सिाांगसम होती हैं ।
(6) एक ही िृतत के (या सिाांगसम िृततों के) सिाांगसम जीिाओं के संगत चाप सिाांगसम होतषे हैं ।

आकृति 3.37

G

E
F

C
D1. आकृत्त 3.37  में, C केंद्रिालषे िृतत पर G, D, E  

 और F त्बंदु हैं । Ð ECF का माप 70° और  
 चाप DGF का माप 200° हो, तो चाप DE और  
 चाप DEF के माप ज्ात कीत्जए ।

प्रशनसंग्रह 3.3

इसषे धयान में रखें
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आकृति 3.40

D

E

A B

C
H

I

F

G

2«. आकृत्त 3.38 में D QRS समबाहु त्रिभुज है । 
 तो त्सद ्ध कीत्जए -
 (1) चाप RS @ चाप QS @ चाप QR
 (2) चाप QRS का माप 240° है ।

3. आकृत्त 3.39 में,
 जीिा AB @ जीिा CD,
 तो त्सद् ध कीत्जए -
 चाप AC @ चाप BD

आओ जानें

िृतत और त्बंदु, िृतत और रषेखा (सपश्म रषेखा) में परसपर संबंध बतानषे िालषे कुछ गुणधम्म हमनषे दषेखें । आइए अब 
हम िृतत और कोण में संबंध दशा्मनषे िालषे कुछ गुणधम्म दषेखतषे हैं। इनमें सषे कुछ गुणधम्म दी गई कतृ्तयों सषे जात्नए ।

कृति I ः
C केंद्र िाला एक पया्मप्त बिा िृतत खींत्चए। आकृत्त 3.40 में दशा्मए अनुसार उसकी जीिा AB खींत्चए । 

आकृति 3.39

A

BC

D

केंद्रीय कोण ACB खींत्चए । आकृत्त 3.40 में दशा्मए अनुसार 
उसकी जीिा AB द् िारा बननषे िालषे दीघ्म चाप पर कोई त्बंदु D 
तथा लघु चाप पर कोई त्बंदु E लें । 
(1) ÐADB और ÐACB मापें । उनके मापों की तुलना  
 कीत्जए ।
(2) ÐADB और ÐAEB मापें। प्राप्त मापों का योगफल  
 ज्ात करके दषेखें । 

आकृति 3.38

Q

R S
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(3) चाप ADB पर F, G, H ऐसषे कुछ और त्बंदु लीत्जए ।
 ÐAFB, ÐAGB, ÐAHB, ..... के माप ज्ात कीत्जए ।
 इन मापों की आपस में तथा  ÐADB के माप सषे तुलना कीत्जए ।

(4) चाप AEB पर एक अनय त्बंदु I लीत्जए । Ð AIB को मापकर उसके माप की तुलना Ð AEB के माप  
  सषे कीत्जए ।

इस कृत्त सषे आपको इस प्रकार का अनुभि प्राप्त होता है -
(1) Ð ACB का माप Ð ADB के माप का दो गुना होता है ।
(2) Ð ADB और Ð AEB के मापों का योगफल 180° होता है ।
(3) Ð AHB, Ð ADB, Ð AFB, Ð AGB इन सभी के माप समान हैं ।
(4) Ð AEB और Ð AIB के माप समान हैं ।

आकृति 3.41

आकतृ्त 3.42 में C केंद्रिाला एक िृतत है । 
Ð PDQ का शीर्मत्बंदु D इस िृतत पर है । कोण की 
भुजाएँ DP और DQ िृतत को क्रमशः A और B पर 
प्रत्तचछषेत्दत करती हैं । ऐसषे कोण काषे िृतत का अंतत्ल्मखखत 
कोण कहतषे हैं ।

आकृत्त 3.42 में Ð ADB चाप ADB में 
अंतत्ल्मखखत है ।

P Q
C

T

R
S

कृति II ः

आकृत्त 3.41 में दशा्मएनुसार C केंद्रिाला एक बिा िृतत बनाइए । 
उसमें एक वयास PQ खींत्चए । इस वयास सषे बनषे दोनों अध्मिृततों पर 
R,S,T ऐसषे कुछ त्बंदु लीत्जए । Ð PRQ, Ð PSQ, Ð PTQ 
मात्पए । इनमें सषे प्रतयषेक कोण समकोण है यह अनुभि कीत्जए ।

आकृति 3.42

A B

C

D

P Q

उपयु्मक्त कृत्त सषे प्राप्त गुणधम्म का अथ्म िृतत और कोण सषे संबंत्धत प्रमषेय है ।
अब इस प्रमषेय की उपपखतत सीखें, इससषे पहलषे कुछ संज्ाओं (संबोधो) की पहचान करनी होगी ।

अिंतल्ततखि कोण (Inscribed angle)
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आकृति 3.44

आकृति 3.45

A

B

C

x2x

2xE

O

A

B C

D

x
दति ः O केंद्र िालषे िृतत में, Ð BAC चाप BAC  
  में अंतत्ल्मखखत है । इस कोण द ्िारा चाप  
  BDC अंतःखंत्डत हुआ है ।

साधय ः ÐBAC = 1
2

 m(चाप BDC)

रचना ः त्करण AO खींत्चए। यह िृतत को त्बंदु E  
  पर प्रत्तचछषेत्दत करता है । त्रिजया OC  
  खींत्चए ।

आकृति 3.43
(i)           (ii)             (iii)              (iv)             (v)              (vi)

आकतृ्त 3.44 में चाप, अंतःखतं्डत चाप नहीं है 
कयोंत्क कोण की भुजा BC पर चाप का एक भी अंत 
त्बंदु नहीं है ।

प्रतयषेक आकृत्त में Ð ABC के अंतःभाग में आनषेिालषे िृतत चाप को Ð ABC द् िारा अंतःखतं्डत चाप कहतषे हैं।
अंतःखंत्डत चाप के अंतत्बंदु िृतत और कोण के छषेदन त्बंदु होतषे हैं। कोण की प्रतयषेक भुजा पर चाप का एक अंत 

त्बंदु होना आि्यक होता है । 
आकृत्त 3.43 के (i), (ii) तथा (iii) आकतृ्तयों में प्रतयषेक कोण नषे एक ही चाप अंतःखतं्डत त्कया है; (iv), 

(v) तथा (vi) में प्रतयषेक कोण नषे दो चाप अंतःखतं्डत त्कया है ।
धयान रहषे, आकृत्त (ii) तथा (v) में कोण की एक भुजा और (vi) में कोण की दोनों भुजाएँ िृतत को सपश्म करती  

 हैं ।

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

B

C
C

C
C

C

C

अिंःखंत्डि चाप (Intercepted arc)

 दी गई आकतृ्त 3.43 में (i) सषे (vi) सभी आकतृ्तयों का त्नरीक्ण कीत्जए ।

अिंतल्ततखि कोण का प्रमषेय (Inscribed angle theorem)

िृतत में अंतत्ल्मखखत कोण का माप उसके द् िारा अंतःखंत्डत चाप के माप का आधा होता है ।
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उपपतति ः D AOC में
  भुजा OA @ भुजा OC ...... (एक ही िृतत की त्रिजया )
 \ ÐOAC = ÐOCA ..... (समद ्त्िबाहु त्रिभुज का प्रमषेय)
   माना ÐOAC = ÐOCA = x ...... (I)
  अब, ÐEOC = ÐOAC + ÐOCA .... (त्रिभुज के बत्हषकोण का प्रमषेय)
          = x° + x° = 2x°
  परंतु ÐEOC यह केंद्रीय कोण है ।
 \ m(चाप EC) = 2x° .... (चाप के माप की पररभारा सषे) ..... (II) 
 \ (I) तथा (II) के आधार पर
  ÐOAC = ÐEAC = 1

2
 m(चाप EC) ..... (III)

 इसी प्रकार, त्रिजया OB खींचकर, ÐEAB = 1
2

 m(चाप BE) त्सद् ध त्कया जा सकता है ...(IV)

 \ Ð EAC + Ð EAB = 1
2

 m(चाप EC) + 1
2

 m(चाप BE) .... (III) तथा (IV) सषे

 \ Ð BAC = 1
2

 [m(चाप EC) + m(चाप BE)]

    = 1
2

 [m(चाप BEC) = 1
2

 [m(चाप BDC)] ..... (V)

धयान रहषे, त्क िृतत में अंतत्ल्मखखत कोण और िृतत केंद्र सषे संबंत्धत तीन दशाएँ संभि हैं । िृतत केंद्र कोण की भुजा 
पर हो, अंतःभाग में हो या बाह्य भाग में हो । इनमें सषे पहली दो दशाएँ (III) तथा (V) में त्सद ्ध हो गई हैं । अब शषेर 
तीसरी दशा पर त्िचार करेंगषे ।

आकृत्त 3.46  में,
ÐBAC = ÐBAE - ÐCAE

 = 1
2

 [m(चाप BCE) - 1
2

 m(चाप CE)] 

              ...... (III) सषे

 = 1
2

 [m(चाप BCE) - m(चाप CE)]

 = 1
2

 [m(चाप BC)] ...... (VI) 

इस प्रमषेय का कथन इस प्रकार भी त्लखतें हैं ।
वृति चाप द् वारा वृति के तकसी भी तिंदु सषे अंिररि (subtended)तकए गए कोण का माप उसी चाप द् वारा वृति 
केंद्र सषे अंिररि तकए गए कोण के माप के आधा होिा है ।
इस प्रमषेय के आगषे त्दए गए उप प्रमषेयों के कथन भी इस पररभारा के अनुसार त्लख सकतषे हैं ।

आकृति 3.46

A

B
C

O
E
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आकृति 3.49

A
B

C

D

आकतृ्त 3.47 के आधार पर दतत और साधय त्लखखए ।
त्दए गए प्र्नों का त्िचार करके उपपखतत त्लखखए ।
(1) Ð PQR सषे कौन-सा चाप अंतःखतं्डत है?
(2) Ð PSR सषे कौन-सा चाप अंतःखतं्डत है?
(3) अंतत्ल्मखखत कोण के माप और उससषे अंतःखतं्डत  
  चाप के माप में त्कस प्रकार का संबंध है?

 संलग्न आकृत्त 3.48 के आधार पर प्रमषेय के दतत, 
साधय और उपपखतत त्लखखए ।

आकृति 3.47

आकृति 3.48

दति ः c  एक चक्रीय चतुभु्मज  
  है ।
साधय ः mÐ B + mÐ D = 
   + Ð C = 180°

P

Q

C

T

R

S

A

B

C

X

M

2. अध्तवृति में अंितल्ततखि कोण समकोण होिा है ।

उपपतति ः Ð ADC एक अंतत्ल्मखखत कोण है तथा इसके द ्िारा चाप ABC अंतःखंत्डत त्कया गया है ।
  \ mÐADC = 1

2
   .......... (I)

  इसी प्रकार  एक अंतत्ल्मखखत कोण है तथा इसके द ्िारा चाप ADC अंतःखतं्डत त्कया गया  
  है ।

अिंतल्ततखि कोण के प्रमषेय का उपप्रमषेय (Corollaries of inscribed angle theorem)

1. एक ही चाप में अंितल्ततखि सभी कोण सवाांगसम होिषे हैं ।

चक्ीय चिुभु्तज (Cyclic quadrilateral)
तकसी चिुभु्तज के चारों शीर्त तिंदु एक ही वृति पर हों िो उस चिुभु्तज को चक्ीय चिुभु्तज कहिषे हैं ।

चक्ीय चिुभु्तज का प्रमषेय (Theorem of cyclic quadrilateral)
 चक्ीय चिुभु्तज के सममुख कोण परसपर संपूरक होिषे हैं ।
आगषे दी गई उपपखतत में ररक्त सथानों की पतू्त्म कर उसषे पूण्म कीत्जए ।
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 \  = 1
2

 m(चाप ADC) ..... (II)

 \ mÐADC +  = 1
2

  + 1
2

 m(चाप ADC) ..... (I) तथा (II) सषे

         = 1
2

 [  + m(चाप ADC)]

        = 1
2

 ´ 360° ........ [चाप ABC और चाप ADC त्मलकर पूरा  
           िृतत बनता है ।]
        = 

      इसी प्रकार Ð A + Ð C =  त्सद ्ध त्कया जा सकता है ।

चक्ीय चिुभु्तज के प्रमषेय का उपप्रमषेय (Corollary of cyclic quadrilateral theorem)

चक्रीय चतभुु्मज के बत्हषकोण उसके संलग्न कोण के सममखु कोण के सिाांगसम होतषे हैं ।
इस प्रमषेय की उपपखतत त्लखखए ।

(1) उपयु्मक्त प्रमषेय में ÐB + ÐD =180° यह त्सद् ध करनषे पर शषेर सममखु कोणों के मापों का योगफल भी  
 180° होता है, कया यह त्कसी अनय प्रकार सषे त्सद् ध त्कया जा सकता है?

चक्ीय चिुभु्तज के प्रमषेय का तवलोम (Converse of cyclic quadrilateral theorem)

प्रमषेय ः तकसी चिुभु्तज के सममुख कोण संपूरक हों िो वह चिुभु्तज चक्ीय चिुभु्तज होिा है ।

  यह प्रमषेय अप्रतयक् पद ्धत्त सषे त्सद ्ध त्कया जाता है । प्रयतन कीत्जए ।

उपयु्मक्त त्िलोम के आधार पर यह धयान में आता है त्क, यत्द चतभुु्मज के सममुख कोण संपूरक होतषे हैं तो उस 

चतभुु्मज का पररिृतत होता है ।

प्रतयषेक त्रिभुज का एक पररिृतत होता है, यह हमें ज्ात है। परंतु प्रतयषेक चतुभु्मज का पररिृतत होता है ऐसा नहीं है, 

इसषे समत्झए ।

कौन-सी शत्म पूरी होनषे पर पररिृतत होता है, अथा्मत चतुभु्मज के शीर्मत्बंदु िृतत पर होतषे हैं इसषे हम समझतषे हैं । 

एक अनय पररखसथत्त में चार अरषेखीय त्बंदु चक्रीय होतषे हैं । यह आगषे त्दए प्रमषेय में बताया गया है ।

 थोड़ा सोचें
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प्रमषेय ः तकसी रषेखा पर तसथि दो तभन्न तिंदु उसी रषेखा के एक ही ओर तसथि दो तभन्न तिंदुओं पर सवाांगसम कोण  
  िनािषे हों िो वषे चारों तिंदु एक ही वृति पर होिषे हैं ।

दति ः त्बंदु B तथा C रषेखा AD के एक ही ओर खसथत  
  हैं । ÐABD @ ÐACD
साधय ः त्बंदु A, B, C, D एक ही िृतत पर हैं।  
  (अथा्मत c ABCD चक्रीय चतभुु्मज है ।) 
  त्पछलषे प्रमषेय के अनुसार इसको अप्रतयक् रूप  
  सषे त्सद् ध कर सकतषे हैं । 

x
x

A

B
C

D
आकृति 3.50

L

N

35°

M

आकृति 3.51

     

     उपयु्मक्त प्रमषेय त्कस प्रमषेय का त्िलोम है?

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������
उदा. (1)  आकृत्त 3.51 में, जीिा LM @ जीिा LN
  Ð L = 35° तो 
  (i) m(चाप MN) = त्कतना?
  (ii) m(चाप LN) = त्कतना?
हल ः (i) Ð L = 1

2
 m(चाप MN) ...... (अंतत्ल्मखखत कोण प्रमषेय)

  \ 35 = 1
2

 m(चाप MN)

  \ 2 ´ 35 = m(चाप MN) = 70°
  (ii) m(चाप MLN) = 360° - m(चाप MN) ...... (चाप के माप की पररभारा सषे)
       = 360° - 70° = 290°
  अब, जीिा LM @ जीिा LN
  \ चाप LM @ चाप LN
  परंतु m(चाप LM) + m(चाप LN) = m(चाप LMN) = 290°.....(चापों के योगफल का गुणधम्म) 

  m(चाप LM) = m(चाप LN) = 
290°

2
 = 145°

  अथिा, (ii) जीिा LM @ जीिा LN
  \   Ð M = Ð N ...... (समद ्त्िबाहु त्रिभुज प्रमषेय)
  \ 2Ð M = 180° - 35° = 145°

  \  Ð M = 
145°

2

 थोड़ा सोचें
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     m(चाप LN) = 2 ´ Ð M .......... (अंतत्ल्मखखत कोण प्रमषेय)

     = 2 ´ 145°
2

 = 145°

उदा. (2)  आकृत्त 3.52 में, जीिा PQ और जीिा RS एक दूसरषे को त्बंदु T पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं ।

(i) यत्द ÐSTQ = 58° और ÐPSR = 24°,  
 तो m(चाप SQ) ज्ात कीत्जए ।

(ii) ÐSTQ = 1
2

 [m(चाप PR) + m(चाप SQ)]  
 इसकी जाँच कीत्जए ।
(iii) जीिा PQ और जीिा RS के बीच त्कसी भी  
 माप का कोण हो त्फर भी त्सद ्ध कीत्जए त्क

   ÐSTQ = 1
2

 [m(चाप PR) + m(चाप SQ)]

   (iv) इस उदाहरण सषे त्सद् ध होनषे िालषे गुणधम्म को कथन के रूप में त्लखखए ।

हल  ः (i) ÐSPQ = ÐSPT = 58 - 24 = 34° ....... (त्रिभुज के बाह्य्  कोण का प्रमषेय)
   m(चाप QS) = 2ÐSPQ = 2 ´ 34 = 68°

  (ii) m(चाप PR) = 2ÐPSR = 2 ´ 24 = 48°
   अब, 1

2
 [m(चाप PR) + m(चाप SQ)] =  1

2
 [48 + 68]

           = 1
2

 ´ 116 = 58°

           = ÐSTQ

  (iii) इस गुणधम्म की उपपखतत ररक्त सथानों की पतू्त्म कर पूण्म कीत्जए ।
    mÐSTQ = mÐSPQ +  ....... (त्रिभुज के बाह्य्  कोण का प्रमषेय)

        =  1
2

 m(चाप SQ) +  ....... (अंतत्ल्मखखत कोण का प्रमषेय)

        = 1
2

 [  + ]

  (iv)  िृतत की जीिाएँ एक दूसरषे को िृतत के अंतःभाग में प्रत्तचछषेत्दत करती हों तोषे उन जीिाओं के बीच  
   बननषे िाला कोण, उस कोण द ्िारा अंतःखंत्डत चाप और उसके शीरा्मत्भमुख कोण द् िारा अंतःखंत्डत  
   चाप के माप के योगफल का आधा होता है ।

आकृति 3.52

P

Q

TR

S
24°

58°
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उदा. (3)  त्सद् ध कीत्जए त्क िृतत की जीिाओं को समात्िष्ट करनषे िाली रषेखा यत्द िृतत के बाह्य भाग में प्रत्तचछषेत्दत  
  करती हो तो उन रषेखाओं द् िारा बनषे कोण का माप उस कोण द ्िारा अंतःखंत्डत चापों के मापों की दूरी   
  का आधा होता है । त्सद् ध कीत्जए ।

दति ः िृतत की जीिा AB और जीिा CD उस िृतत के  
  बाह्यभाग में खसथत त्बंदु E पर प्रत्तचछषेत्दत करती  
  हैं ।

साधय ः ÐAEC= 1
2

[m(चाप AC)-m(चाप BD)]

रचना ः रषेख AD खींचा । 

उपपतति ः  इस गुणधम्म को उपयु्मक्त उदा. (2) में दी गई उपपखतत  
  के अनुसार त्सद ्ध त्कया जा सकता है । इसके त्लए  
  D AED के कोण, उस त्रिभुज के बत्हषकोण  
  इतयात्द को धयान में रखकर उपपखतत त्लखखए ।

आकृति 3.53

E

A

B

C

D

(9) संलग्न आकृत्त 3.54 में,

 (i) ÐAEC = 1
2

 [m(चाप AC) + m(चाप DB)] 

 (ii) ÐCEB= 1
2

 [m(चाप AD) + m(चाप CB)] 

आकृति 3.54

E

A

BC

D

इसषे धयान में रखें

(1) िृतत में अंतत्ल्मखखत कोण का माप, उसके द् िारा अंतःखंत्डत चाप के माप का आधा होता है ।
(2) िृतत के एक ही चाप में अंतत्ल्मखखत सभी कोण सिाांगसम होतषे हैं ।
(3) अध्मिृतत में अंतत्ल्मखखत कोण समकोण होतषे हैं ।
(4) यत्द चतुभु्मज के चारों शीर्मत्बंदु एक ही िृतत पर हों तो उस चतभुु्मज को चक्रीय चतभुु्मज कहतषे हैं ।
(5) चक्रीय चतुभु्मज के सममुख कोण संपूरक होतषे हैं ।
(6) चक्रीय चतुभु्मज के बत्हषकोण उसके संलग्न कोण के सममुख कोण के सिाांगसम होतषे हैं ।
(7) चतुभु्मज के सममुख कोण परसपर संपूरक हों तो चतभुु्मज चक्रीय होता है ।
(8) त्कसी रषेखा पर खसथत दो त्भन्न त्बंदु उसी रषेखा के एक ही ओर खसथत दो त्भन्न त्बंदुओं पर सिाांगसम कोण बनातषे  
 हों तो िषे चारों त्बंदु एक ही िृतत पर होतषे हैं ।
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(10) संलग्न आकतृ्त 3.55 में,

          ÐBED = 1
2

 [m(चाप BD) - m(चाप AC)]

1. आकृत्त 3.56 में, O केंद्र िालषे िृतत की जीिा AB 
 की लंबाई िृतत की त्रिजया के बराबर है । तो  
 (1) ÐAOB (2) ÐACB (3) चाप AB और  
 (4) चाप ACB का माप ज्ात कीत्जए ।

2. आकृत्त 3.57 में, c PQRS एक चक्रीय चतभुु्मज  
 है। भुजा PQ @ भुजा RQ   ÐPSR = 110°, तो 
 (1) ÐPQR = त्कतना? 

 (2) m(चाप PQR) = त्कतना? 

 (3) m(चाप QR) = त्कतना?

 (4) ÐPRQ = त्कतना?

3. चक्रीय c MRPN में, ÐR = (5x - 13)° और ÐN = (4x + 4)°, तो ÐR और ÐN के माप ज्ात  
 कीत्जए ।

4. आकृत्त 3.58 में रषेख RS ; O केंद्रिालषे िृतत का  
 वयास है । त्बंदु T िृतत के बाह्यभाग में खसथत एक  
 त्बंदु है । तो त्सद् ध कीत्जए ÐRTS एक नयूनकोण  
 है ।

आकृति 3.56

E

A

B

C

D

A B

C

O

आकृति 3.57

P

Q

R

S

5. त्सद् ध कीत्जए त्क कोई भी आयत चक्रीय चतभुु्मज होता है ।

O

T

R S

आकृति 3.58

आकृति 3.55

प्रशनसंग्रह 3.4
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6.	 आकृति	 3.59	 में,	 रेख	 YZ	 और	 रेख	 XT		 
 D WXY	के	शीर्षतिंदु	P	पर	प्रतिच्ेतदि	करिे	हैं।		 
	 तिद	्ध	कीतिए	तक
 (i) c WZPT	एक	चक्ीय	चिुरु्षि	है	।
	 (ii)	तिंद	ुX,	Z,	T,	Y	एक	ही	वृति	पर	हैं	।

7.	 आकृति	 3.60	 में	 m(चाप	 NS)	 =	 125°, 
 m(चाप	EF)	=	37°,	िो	ÐNMS	का	माप	ज्ाि	 
	 कीतिए	।	

8.	 आकृति	 3.61	 में	 िीवा	 AC	 और	 िीवा	 DE	 
	 तिंद	ु B	 पर	 प्रतिच्ेतदि	 करिी	 हैं	 ।	 यतद	 
 ÐABE	=	108°	और	m(चाप	AE)	=	95°
	 िो	m(चाप	DC)	ज्ाि	कीतिए	।

आओ जानें

कृति ः
एक	पया्षप्त	िड़े	आकार	का	वृति	खींतचए	।	आकृति	3.62	में	दशा्षए	अनिुार	वृति	में	एक	िीवा	AC	खींतचए	।	

आकृति 3.59

आकृति 3.60

आकृति 3.61

E

FM

N

S

EA

B

CD

P

W

Y

Z

T

X

वृति	पर	एक	तिंदु	B	लीतिए	।	ÐABC	एक	अिंतल्षखखि	
कोण	िनाइए	।	ÐABC	का	माप	ज्ाि	कर	के	तलखखए	।

अि,	आकृति	3.63	में	दशा्षए	अनुिार	उि	वृति	
की	सपश्षरेखा	CD	खींतचए	।	ÐACD	का	माप	नातपए	।

आकृति 3.62
A

B

C

आकृति 3.63

A

B

C

D
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दति ः Ð ABC का शीर्म त्बंदु M केंद्र िालषे िृतत पर है । भुजा BC िृतत को सपश्म करती है । भुजा BA िृतत को  
  त्बंदु A पर प्रत्तचछषेत्दत करती है । चाप ADB, कोण Ð ABC द् िारा अंतःखंत्डत चाप है ।

साधय ः Ð ABC = 1
2

 m(चापADB)

उपपतति ः यह प्रमषेय त्सद् ध करनषे के त्लए तीन संभािनाओं पर त्िचार करना होगा ।
 (1) आकृत्त 3.64 (i) के अनुसार िृतत का केंद्र M, Ð ABC के एक भुजा पर हो,
  तो Ð ABC = Ð MBC = 90° ..... (सपश्मरषेखा प्रमषेय) (I)
  चाप ADB एक अध्मिृतत है ।
 \ m(चाप ADB) = 180° ..... (चाप के माप की पररभारा सषे) (II)
  (I) तथा (II) सषे
  Ð ABC = 1

2
 m(चाप ADB)

 (2) आकृत्त 3.64 (ii) के अनुसार केंद्र M, Ð ABC के बाह्यभाग में होनषे पर, 
  त्रिजया MA और त्रिजया MB खींत्चए ।
  अब, Ð MBA = Ð MAB ..... (समद ्त्िबाहु त्रिभुज प्रमषेय)
  इसी प्रकार, Ð MBC = 90° ..... (सपश्मरषेखा प्रमषेय) ..... (I)

आकृति 3.64

आकृति 3.64(i)

M M M
F

E

A

A A

B B BC C C

D D
D

xy

x

   (i) (ii) (iii)

M

A

B C
D

ÐACD का माप, ÐABC के माप के बराबर है । यह आपको समझ में आएगा ।
आप जानतषे हैं त्क, ÐABC = 1

2
 m(चाप AC) ।

इस आधार पर यह त्नषकर्म प्राप्त होता है त्क, ÐACD का माप चाप AC के माप के आधा होता है ।
यह भी िृतत की सपश्मरषेखा का एक महत्िपूण्म गुणधम्म है। आइए इसषे हम त्सद ्ध करें ।

सपश्त रषेखा-्षेदन रषेखा कोण का प्रमषेय (Theorem of angle between tangent and secant) 

यत्द त्कसी कोण का शीर्मत्बंदु िृतत पर है, एक भुजा िृतत को सपश्म करती है तथा दूसरी भुजा िृतत को दो त्भन्न 
त्बंदुओं पर प्रत्तचछषेत्दत करती हो, तो कोण का माप उसके द् िारा अंतःखतं्डत चाप के माप का आधा होता है ।
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आकृति 3.64(iii)

आकृति 3.64(ii)

M
A

B C
Dxy

x

M
F

E

A

B C

D

आकृत्त में AB िृतत की छषेदन रषेखा और BC सपश्म रषेखा 
है। चाप ADB, ÐABC द् िारा अंतःखतं्डत चाप है । 
जीिा AB िृतत को दो चापों में त्िभात्जत करती है । दोनों 
चाप एक दूसरषे के त्िपरीत चाप होतषे हैं । अब चाप ADB 
के त्िपरीत चाप पर एक त्बंदु T त्लया। उपयु्मक्त प्रमषेय के 
अनुसार ÐABC = 1

2
 m(चाप ADB) = ÐATB । 

\ वृति की सपश्तरषेखा िथा सपश्त तिंदु सषे खींची गई जीवा द ्वारा िना कोण, उसी कोण द् वारा अंिःखतं्डि चाप के 
तवपररि चाप में अंितल्ततखि तकए गए कोण के िरािर होिा है ।

आकृति 3.65

A

B C

D

T

  माना Ð MBA = Ð MAB = x, Ð ABC = y 
  Ð AMB = 180 - (x + x) = 180 - 2x
  Ð MBC = Ð MBA + Ð ABC = x + y 
 \ x + y = 90°   \ 2x + 2y = 180°
  D AMB में 2x + Ð AMB = 180°
           \ 2x + 2y = 2x + Ð AMB
         \ 2y  = Ð AMB

         \  y  = Ð ABC = 1
2

Ð AMB = 1
2

 m(चाप ADB)

 (3) तीसरी संभािना के त्लए नीचषे दी गई उपपखतत आकृत्त 3.64 (iii) के आधार पर,
  ररक्त सथानों की पूत्त्म कर सियं पूण्म कीत्जए ।
  त्करण  त्करण BC की त्िपरीत त्करण खींचा ।

  अब, ÐABE = 1
2

 m( ) ...... (2) में त्सद् ध त्कया है ।

 \ 180 -  =  ÐABE ..... (रैखखक युगल कोण)

 \ 180 -  =  1
2

 m(चाप AFB)

              =  1
2

 (360 - Ð 

 \ 180 - ÐABC = 180 - 1
2

 m(चाप ADB)

 \ - ÐABC = - 1
2

 m( )

 \ ÐABC = 1
2

 m(चाप ADB)

सपश्त रषेखा - ्षेदन रषेखा कोण के प्रमषेय का वैकत्पक कथन
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P

Q

U

T

O

R

S

दति ः P केंद्रिालषे िृतत की जीिा AB और जीिा  
  CD, िृतत के अंतःभाग में खसथत त्बंदु E पर  
  प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं ।
साधय ः AE ´ EB = CE ´ ED
रचना ः रषेख AC और रषेख DB खींत्चए ।
उपपतति ः D CAE और D BDE में,
  Ð AEC @ Ð DEB  ..... (शीरा्मत्भमुख कोण)
  Ð CAE @ Ð BDE  ..... (एक ही िृततचाप के अंतत्ल्मखखत कोण)
 \ D CAE ~ D BDE  ..... (समरूपता की को- को कसौटी)

 \ AE
DE

= CE
BE

  ..... (समरूप त्रिभुजों की संगत भुजा)

 \ AE ´ EB = CE ´ ED

P

E

A

B
C

D

आकृति 3.67

आकृति 3.66

आकृत्त 3.67 में रषेख AC और रषेख DB खींचकर हमनषे प्रमषेय त्सद् ध त्कया। इसके सथान पर कया रषेख AD  
और रषेख CB खींच कर यह प्रमषेय त्सद् ध त्कया जा सकेगा?

सपश्त रषेखा - ्षेदन रषेखा कोण के प्रमषेय का तवलोम
त्कसी िृतत की जीिा के एक अंत त्बंदु सषे होकर जानषेिाली रषेखा खींचनषे पर, उस रषेखा द ्िारा उस जीिा पर बनषे 

कोण का माप उस कोण के अंतःखंत्डत चाप के माप का आधा हो, तो िह रषेखा उस िृतत की सपश्म रषेखा होती है ।
आकृत्त 3.66 में, 

यत्द ÐPQR = 1
2

 m(चाप PSQ) हो, 

[अथिा ÐPQT = 1
2

 m(चाप PUQ) हो]

तो रषेखा TR िृतत की सपश्म रषेखा होती है । इस त्िलोम का उपयोग, िृतत की सपश्म रषेखा खींचनषे की त्कसी रचना 
के त्लए होता है ।

जीवाओं का अिंः्षेदन प्रमषेय (Theorem of internal division of chords)
 त्कसी िृतत की दो जीिाएँ जब िृतत के अंतःभाग में प्रत्तचछषेत्दत करती हैं तब एक जीिा के दोनों भागों की 

लंबाईयों का गुणनफल दूसरी जीिा के बनषे दोनों भागों की लंबाइयों के गुणनफल के बराबर होता है ।

 थोड़ा सोचें
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प्रमषेय के उपयु्मक्त कथन और आकतृ्त के आधार पर दतत 
तथा साधय सियं त्नख्चत कीत्जए ।
रचना ः रषेख AD और रषेख BC खींत्चए ।
  ररक्त सथानों की पतू्त्म कर नीचषे दी गई उपपखतत पूण्म  
  कीत्जए ।

उपपतति ः D ADE और D CBE में,
  Ð AED @   .......... (समानय कोण)
  Ð  DAE @ Ð BCE .......... ( )
 \D ADE ~  .......... ( )

 \ l(AE)  =  .......... (समरूप त्रिभुजों की संगत भुजाएँ)

 \  = CE ´ ED

आकृति 3.68

E

A
B

C

D

त्कसी िृतत के AB आैर CD जीिा को समात्िष्ट करनषे िाली प्रत्तचछषेदन रषेखाएँ एक दूसरषे को िृतत के  
बत्हभा्मग में त्बंदु E पर प्रत्तचछषेत्दत करती हों, तो AE ´ EB = CE ´ ED ।

अतधक जानकारी हषेिू
आकतृ्त 3.67 में जीिा AB के, त्बंदु E द् िारा AE और EB दो भाग हुए हैं। रषेख AE और रषेख EB संलग्न 

भुजाओं िाली आकृत्त बनाई, तो AE ´ EB उस आयत का क्षेरिफल होगा। इसी प्रकार CE ´ ED जीिा CD के 
दो भागों द् िारा बननषे िालषे आयत का क्षेरिफल होगा। हमनषे AE ´ EB = CE ´ ED त्सद ्ध त्कया है ।

इस प्रमषेय को अनय शबदों में इस प्रकार कहा जा सकता है- 
त्कसी िृतत की दो जीिाएँ िृतत के अंतःभाग में प्रत्तचछषेत्दत करती हों, तो एक जीिा के दो रषेखाखंडों द ्िारा 

बननषे िालषे आयत का क्षेरिफल दूसरी जीिा के दो रषेखाखंडों द् िारा बननषे िालषे आयत के क्षेरिफल के बराबर होता है ।

जीवाओं का ितहच्छेदन प्रमषेय (Theorem of external division of chords)
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 (1) आकृत्त 3.70 के अनुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 इस गुणधम्म को जीिा अंतःछषेदन प्रमषेय कहतषे हैं ।

आकृति 3.69

प्रमषेय के उपयु्मक्त कथन को धयान में रखतषे हुए दतत और साधय त्नख्चत 
कीत्जए ।
रचना ः रषेख TA और रषेख TB खींत्चए।
उपपतति ः D EAT और D ETB में,
  Ð AET @ Ð TEB .... (सामानय कोण)
  Ð ETA @ Ð EBT.... (सपश्म रषेखा-छषेदन रषेखा प्रमषेय)
 \ D EAT ~ D ETB .... (समरूपता की को-को कसौटी)
 \ ET

EB
= EA

ET
 .... (समरूप त्रिभुज की संगत भुजाएँ)

 \ EA ´ EB = ET2

(2) आकृत्त 3.71 के अनुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 इस गुणधम्म को जीिा बत्हछतेदन प्रमषेय कहतषे हैं । 

(3) आकृत्त 3.72 के अनुसार,
 EA ´ EB = ET2

 इस गुणधम्म को सपश्मरषेखा- छषेदन रषेखा रषेखाखंड   
 का प्रमषेय कहतषे हैं ।

आकृति 3.70

आकृति 3.71

आकृति 3.72

B

C D E

A

E

A

B

C

D

E
A

B

T

A

B

E

T

इसषे धयान में रखें

सपश्तरषेखा ्षेदन रषेखा रषेखाख्ंडों का प्रमषेय (Tangent secant segments theorem)

यत्द त्कसी िृतत के बत्हभा्मग में खसथत त्बंदु E सषे खींची गई िृतत की छषेदन रषेखा िृतत को त्बंदु A तथा B 
पर प्रत्तचछषेत्दत करती हो और उसी त्बंदु सषे होकर जानषे िाली सपश्मरषेखा िृतत को T त्बंदु पर सपश्म करती हो,  
तो EA ´ EB = ET2 ।
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������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

उदा. (1)  आकृत्त 3.73 में, रषेख PS सपश्म रषेखाखंड है ।
  रषेखा PR िृतत की छषेदन रषेखा है । 
  यत्द PQ = 3.6, 
  QR = 6.4 तो PS = ?(त्कतना) 

हल ः PS2 = PQ ´ PR .... सपश्मरषेखा छषेदन रषेखा रषेखाखंड प्रमषेय
   = PQ ´ (PQ + QR)
   = 3.6 ´ [3.6 + 6.4]
   = 3.6 ´ 10
   = 36
 \ PS = 6

  आकतृ्त 3.74 में, जीिा MN और जीिा RS  
  एक दूसरषे को त्बंदु P पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं ।
  यत्द PR = 6, PS = 4, MN = 11
  तो PN ज्ात कीत्जए ।

हल ः जीिाओं के अंतःछषेदन प्रमषेय सषे,
  PN ́  PM = PR ́  PS... (I)
  माना PN = x \ PM = 11 - x
  यह मान (I) में रखनषेपर,
  x (11 - x) = 6 ´ 4
 \ 11x - x2 - 24 = 0
    x2 - 11x - 24 = 0
 \ (x - 3) (x - 8) = 0
 \ x - 3 = 0 या x - 8 = 0
 \ x = 3 या x = 8
 \ PN = 3 या PN = 8

आकृति 3.73

आकृति 3.74

P

Q

R

S

उदा. (2)  

S

M

P

N

R
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उदा. (3)  आकृत्त 3.75 में, दो िृतत एक दूसरषे को 
  त्बंदु X तथा Y पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं।   
  रषेखा XY पर खसथत त्बंदु M सषे खींची गई  
  सपश्म रषेखा उस िृतत को त्बंदु P तथा Q पर  
  सपश्म करती है। तो त्सद् ध कीत्जए, 
  रषेख PM @ रषेख QM ।
हल ः ररक्त सथानों की पतू्त्म कर उपपखतत त्लखखए ।
  रषेखा MX दोनों िृततों की सामानय ........ है । 
 \PM2 = MY ́  MX ..... (I)
  इसी प्रकार ....... = ....... ´ ....... , (सपश्मरषेखा - छषेदन रषेखा रषेखाखंड प्रमषेय) ..... (II)
 \(I) तथा (II) सषे ...... = QM2

 \ PM = QM
  रषेख PM @ रषेख QM

आकृत्त 3.76 में, रषेख PQ, ‘O’ केंद्रिालषे िृतत का 
वयास है । त्बंदु R िृतत पर खसथत कोई एक त्बंदु है । 
रषेख RS ^ रषेख PQ
तो त्सद् ध कीत्जए त्क SR, PS तथा SQ का जयात्मतीय 
माधय है ।
[अथा्मत SR2 = PS ´ SQ]

आकृति 3.75

P QY
M

X

आकृति 3.76

उदा. (4)  

P

Q

T O

R

S

हल ः त्नमनत्लखखत सोपानों के आधार पर उपपखतत त्लखखए ।
  (1) त्करण RS खींत्चए । िह त्करण िृतत को त्जस त्बंदु पर प्रत्तचछषेत्दत करती है उस त्बंदु को T नाम दीत्जए । 
  (2) RS = TS दशा्मइए ।
  (3) जीिाओं के अंतःछषेदन प्रमषेय का उपयोग कर समानता त्लखखए ।
  (4) RS = TS का उपयोग कर साधय त्सद् ध कीत्जए ।

(1) उपयु्मक्त आकृत्त 3.76 में रषेख PR और रषेख RQ खींचनषे पर D PRQ त्कस प्रकार का होगा?
(2) कया उपयु्मक्त उदा. (4) में त्सद् ध त्कया गया गुणधम्म इसके पहलषे भी त्भन्न तरीके सषे त्सद् ध त्कया है?

 थोड़ा सोचें
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1. आकृत्त 3.77 में, त्बंदु Q एक सपश्मत्बंदु है । 
 यत्द PQ = 12, PR = 8, 
 तो PS = त्कतना ? RS = त्कतना?

2. आकतृ्त 3.78 में, जीिा MN और RS 
 एक दूसरषे को त्बंदु D पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं ।
 (1) यत्द RD = 15, DS = 4,
     MD = 8 तो DN = त्कतना?
 (2) यत्द RS = 18, MD = 9,
     DN = 8 तो DS = त्कतना?

3. आकृत्त 3.79 में, त्बंदु B सपश्म त्बंदु आैर ‘O’  
 िृतत का केंद्र है । 
 रषेख OE ^ रषेख AD, AB = 12, 
 AC = 8 तो 
 (1) AD  (2) DC और    
 (3) DE = ज्ात कीत्जए। 

4. आकृत्त 3.80 में, यत्द l(PQ) = 6,  
 QR = 10, PS = 8 
 तो TS = त्कतना?

5. आकृत्त 3.81 में, रषेख EF वयास और  
 रषेख DF सपश्म रषेखाखंड है। िृतत की त्रिजया r  
 हो, तो त्सद्ध कीत्जए -
 DE ´ GE = 4r2

E

O A

B

C
D

आकृति 3.80

P

Q

R

S

आकृति 3.81

M

ND

R

S

P

Q

T

R

S

H

G

FE

D

आकृति 3.77

आकृति 3.78

आकृति 3.79

प्रशनसंग्रह 3.5
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प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 3

1. त्दए गए प्रतयषेक उप प्र्न के त्लए चार िैकखलपक उततर त्दए हैं । उनमें सषे उत्चत त्िकलप चुनकर त्लखखए ।

 (1) क्रमशः 5.5 सषेमी आैर 3.3 सषेमी त्रिजया िालषे दो िृतत परसपर सपश्म करतषे हैं । उनके केंद्रों के बीच की दूरी  
   त्कतनषे सषेमी होगी ?
   (A) 4.4  (B) 8.8  (C) 2.2  (D) 5.5 या 2.2
 (2) परसपर प्रत्तचछषेत्दत करनषे िालषे दो िृतत एक दूसरषे के केंद्र सषे होकर जातषे हैं । यत्द उनके केंद्रों के बीच की  
   दूरी 12 सषेमी हो, तो प्रतयषेक िृतत की त्रिजया त्कतनषे सषेमी होगी?
   (A) 6  (B) 12  (C) 24  (D) बताया नहीं जा सकता
 (3) ‘यत्द कोई िृतत त्कसी समांतर चतभुु्मज की सभी भुजाओं को सपश्म करता है, तो समांतर चतुभु्मज ...........  
   होना चात्हए’, इस कथन में ररक्त सथान में उत्चत शबद त्लखखए ।
   (A) आयत   (B) समचतुभु्मज     (C) िग्म       (D) समलंब चतभुु्मज 
 (4) यत्द त्कसी िृतत के केंद्र सषे 12.5 सषेमी की दूरी पर खसथत त्कसी त्बंदु सषे उस िृतत पर खींची गई सपश्म  
   रषेखाखंड की लंबाई 12 सषेमी हो, तो उस िृतत का वयास त्कतनषे सषेमी होगा?
   (A) 25  (B) 24  (C) 7  (D) 14
 (5) परसपर बाह्य सपश्म करनषे िालषे दो िृततों में अत्धक सषे अत्धक त्कतनी सपश्मरषेखाएँ खींची जा सकती हैं? 
   (A) एक  (B) दो  (C) तीन  (D) चार
 (6) ‘O’ केंद्र िालषे िृतत के चाप ACB में ÐACB अंतत्ल्मखखत त्कया गया है । यत्द mÐACB = 65°
   तो m(चाप ACB) = त्कतना?
   (A) 65° (B) 130° (C) 295° (D) 230°
 (7) त्कसी िृतत की जीिाएँ AB और CD परसपर िृतत के अंतभा्मग में त्बंदु E पर प्रत्तचछषेत्दत करती हैं । यत्द 
   AE = 5.6, EB = 10, CE = 8 तो ED = त्कतना?
   (A) 7  (B) 8  (C) 11.2  (D) 9
 (8) चक्रीय c ABCD में Ð A के माप का दुगुना Ð B के माप के त्तगुनषे के बराबर हो, तो Ð C का  
   माप त्कतना होगा ?
   (A) 36° (B) 72° (C) 90° (D) 108°
 (9«) त्कसी िृतत पर त्बंदु A, B, C इस प्रकार है, त्क m(चाप) AB = m(चाप BC) = 120° और दोनों  
    चापों का कोई भी त्बंदु सामानय नहीं है । तो D ABC त्कस प्रकार का त्रिभुज है?
   (A) समबाहु त्रिभुज   (B) त्िरमबाहु त्रिभुज  
   (C) समकोण त्रिभुज  (D) समद ्त्िबाहु त्रिभुज
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2. ‘O’ केंद्रिालषे िृतत को रषेखा l, त्बंदु P पर  
 सपश्म करती है । यत्द िृतत की त्रिजया 9 सषेमी हो,  
 तो त्नमनत्लखखत प्र्नों के उततर त्लखखए ।
 (1) d(O, P) = त्कतना? कयों?
 (2) यत्द d(O, Q) = 8 सषेमी हो,तो त्बंदु Q  
   का सथान कहाँ होगा?
 (3) d(O, R) = 15 सषेमी, हो तो रषेखा l पर  
   त्बंदु R त्कतनी जगह पर हो सकता है?  
   िषे त्बंदु P सषे त्कतनी दूरी पर होंगषे?

 (10) रषेख XZ वयास िालषे िृतत के अनतःभाग में एक त्बंदु Y है । तो त्नमनत्लखखत में सषे त्कतनषे कथन सतय हैं?

   (1) Ð XYZ नयूनकोण नहीं हो सकता ।

   (2) Ð XYZ समकोण नहीं हो सकता ।

   (3) Ð XYZ अत्धक कोण है ।

   (4) Ð XYZ के माप के संदभ्म में कोई त्नख्चत कथन नहीं त्कया जा सकता ।

   (A) त्सफ्फ एक (B) त्सफ्फ दो (C) त्सफ्फ तीन (D) सभी

 संलग्न आकतृ्त 3.83 में, त्बंदु M िृतत का केंद्र  
 और रषेख KL सपश्म रषेखाखंड है । 
 यत्द MK = 12, KL = 6 3  तो
 (1) िृतत की त्रिजया ज्ात कीत्जए ।
 (2) ÐK और ÐM का माप ज्ात कीत्जए ।

4. आकृत्त 3.84 में, त्बंदु ‘O’ िृतत का केंद्र और 
 रषेख AB तथा रषेख AC सपश्मरषेखाखंड हैं । यत्द  
 िृतत की त्रिजया r और AB = r हो, तो  
 त्सद् ध कीत्जए त्क,  c ABOC एक िग्म है ।
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 आकृत्त 3.85 में, T केंद्र िालषे िृतत के चारों  
 ओर समांतर c ABCD पररत्लखखत त्कया गया  
 है । (अथा्मत उस चतुभु्मज की चारों भुजाएँ िृतत  
 को सपश्म करती हैं ।) त्बंदु E, F, G आैर H सपश्म  
 त्बंदु है । यत्द AE = 4.5 आैर EB = 5.5, तो  
 AD का मान ज्ात कीत्जए ।

6. आकृत्त 3.86 में, N केंद्र िाला िृतत  M केंद्रिालषे  
 िृतत को त्बंदु T पर सपश्म करता है । बिषे िृतत की  
 त्रिजया छोटषे िृतत को त्बंदु S पर सपश्म करती है । यत्द  
 बिषे तथा छोटषे िृततों की त्रिजयाएँ क्रमशः 9 सषेमी तथा  
 2.5 सषेमी हो तो त्नमनत्लखखत प्र्नों के उततर ज्ात  
 कर इसके आधार पर MS ः SR का अनुपात ज्ात  
 कीत्जए ।
 (1) MT = त्कतना? (2) MN = त्कतना? 
 (3) ÐNSM = त्कतना?

7. संलग्न आकृत्त में, X और Y केंद्रिालषे िृतत 
 परसपर Z त्बंदु पर सपश्म करतषे हैं । त्बंदु Z सषे होकर 
 जानषेिाली िृतत की छषेदन रषेखा उन िृततों को क्रमशः 
 त्बंदु A तथा त्बंदु B पर प्रत्तचछषेत्दत करती है ।  
 त्सद् ध कीत्जए त्क त्रिजया XA || त्रिजया YB.  
 नीचषे दी गई उपपखतत में ररक्त सथानों की पतू्त्म कर  
 उपपखतत को पूण्म कीत्जए ।
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 रचना  ः रषेख XZ और .......... खींत्चए ।
उपपतति ः सपश्मिृततों के प्रमषेयानुसार, त्बंदु X, Z, Y .......... हैं ।
   \ Ð XZA @ ..........  (शीरा्मत्भमुख कोण)
   माना Ð XZA = Ð BZY = a ..... (I)
   अब, रषेख XA @ रषेख XZ   .......... (..........)
   \ Ð XAZ = .......... = a  .......... (समद ्त्िबाहु त्रिभुज का प्रमषेय) (II)
   उसी प्रकार रषेख YB @ ..........  .......... (..........)
   \ Ð BZY = .......... = a  .......... (..........) (III)
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   \(I), (II) तथा (III) सषे,
    Ð XAZ @ ..........
   \त्रिजया XA || त्रिजया YB ..........  (..........)
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आकृति 3.90

आकृति 3.89

आकृति 3.88

8. आकृत्त 3.88 में, त्बंदु X तथा त्बंदु Y केंद्रिालषे  
 अंतःसपशशी िृतत त्बंदु Z पर सपश्म करतषे हैं । बिषे  
 िृतत की जीिा BZ छोटषे िृतत को त्बंदु A पर  
 प्रत्तचछषेत्दत करती है, तो 
 त्सद् ध कीत्जए, त्क - रषेख AX || रषेख BY.

9. संलग्न आकृत्त 3.89 में रषेखा l, त्बंदु O केंद्र िालषे  
 िृतत को त्बंदु P पर सपश्म करती है । त्बंदु Q त्रिजया  
 OP का मधय त्बंदु है । त्बंदु Q सषे होकर जानषे िाली  
 जीिा RS || रषेखा l । यत्द RS = 12 सषेमी हो, तो  
 िृतत की त्रिजया ज्ात कीत्जए ।

10«. आकृत्त 3.90 में, रषेख AB त्बंदु C केंद्रिालषे िृतत  
 का वयास है । िृतत की सपश्म रषेखा PQ िृतत को  
 त्बंदु T पर सपश्म करती है ।  
 रषेख AP ^ रषेखा PQ आैर रषेख BQ ^ रषेखा PQ  
 तो त्सद् ध कीत्जए त्क, रषेख CP @ रषेख CQ.

11«. 3 सषेमी त्रिजया तथा त्बंदु A, B तथा C केंद्रिालषे िृततों की रचना इस प्रकार कीत्जए त्क प्रतयषेक िृतत अनय दो  
 िृततों को सपश्म करता हो ।
12«. त्सद् ध कीत्जए त्क िृतत के कोई भी तीन त्बंदु एक रैखखक नहीं होतषे । 
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13. आकतृ्त 3.91 में, रषेखा PR िृतत को  
 Q त्बंदु पर सपश्म करती है । आकृत्त के आधार पर  
 त्नमनत्लखखत प्र्नों के उततर त्लखखए । 
 (1) Ð TAQ और  Ð TSQ के मापों का  
   योगफल त्कतना होगा?
 (2) Ð AQP के सिाांगसम कोण का नाम  
   बताइए ।
 (3) Ð QTS के सिाांगसम कोण का नाम  
   बताइए ।

14. संलग्न आकृत्त में, O केंद्रिालषे िृतत में  
 रषेख PQ तथा रषेख RS सिाांगसम जीिा हैं । यत्द  
 Ð POR = 70° तथा m(चाप RS) = 80°,  
 तो -
 (1) m(चाप PR) त्कतना?
 (2) m(चाप QS) त्कतना?
 (3) m(चाप QSR) त्कतना?
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 (4) यत्द ÐTAS = 65°, तो ÐTQS और चाप TS के माप बताइए ।
 (5) यत्द ÐAQP = 42° और ÐSQR = 58°, तो ÐATS के माप ज्ात कीत्जए ।

15. आकतृ्त 3.93 में, m(चाप WY) = 44°,  
 m(चाप ZX) = 68°, तो 
 (1) ÐZTX का माप ज्ात कीत्जए।
 (2) WT = 4.8, TX = 8.0, 
   YT = 6.4 तो TZ = त्कतना?
 (3) WX = 25, YT = 8, 
   YZ = 26, तो WT = त्कतना?
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16.	 आकृति	3.94	में,	
 (1) m(चाप	CE)	=	54°,	
  m(चाप	BD)	=	23°,	िो	ÐCAE	=	तकिना?
	 (2)	AB	=	4.2,	BC	=	5.4,	
	 	 AE	=	12.0	िो	AD	=	तकिना?
	 (3)	AB	=	3.6,	AC	=	9.0,	
	 	 AD	=	5.4	िो	AE	=	तकिना?

18.	 संलग्न	आकृति	में	तिंद	ुP	एक	सपर्श	तिंदु	है	।
 (1) m(चाप	PR)	=	140°,	
   Ð POR	=	36°	िो
   m(चाप	PQ)	=	तकिना?
	 (2)	 OP	=	7.2,	OQ	=	3.2,	िो
	 	 	 OR	िथा	QR	ज्ाि	कीतिए	।
	 (3)	 OP	=	7.2,	OR	=	16.2,	िो
	 	 	 QR	का	मान	तकिना	?

A

B

C

DE

आकृति 3.94

17.	 संलग्न	आकृति	में,	िीवा	EF	||	िीवा	GH		िो	तसद	्ध	कीतिए	तक,	िीवा	EG	@	िीवा	FH	
	 नीचे	दी	गई	उपपत्ि	में	रिक्त	सथानों	की	पतूि्श	कि	उपपत्ि	पूर्श	कीतिए	।
	 उपपत्ि	ः		िेख	GF	खींतचए	।
 Ð EFG	=	Ð FGH	...........	  (I)
 Ð EFG	=	 	(अंितल्शतखि	कोर	के	प्रमेय	से)	(II)
 Ð FGH	=	 	(अंितल्शतखि	कोर	के	प्रमेय	से)(III)
 \ m (चाप	EG)	=	 	[(I),	(II)	िथा	(III)	से]
	 िीवा	EG	@	िीवा	FH	 ..........	( )

19.	 संलग्न	आकृति	में,	C	केंद्रवाला	वृ्ि	D	केंद्रवाले	 
	 वृ्ि	को	E	तिंदु		पि	अंिःसपर्श	कििा	है	।	तिंदु	D	 
	 अिंःवृ्ि	 पि	 है	 ।	 िाह्य	 वृ्ि	 की	 िीवा	 EB	 
	 अंिःवृ्ि	को	A	तिंदु	पि	प्रतिच्ेतदि	कििी	है	।		 
	 तसद्	ध	कीतिए,	तक	िेख	EA	@	िेख	AB

आकृति 3.96

आकृति 3.97
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20. आकृत्त 3.98 में, रषेख AB त्बंदु O केंद्रिालषे  
 िृतत का वयास है। अंतत्ल्मखखत Ð ACB का  
 समद् त्िभाजक िृतत को D त्बंदु पर प्रत्तचछषेत्दत  
 करता है। त्सद् ध कीत्जए त्क
 रषेख AD @ रषेख BD ।
 नीचषे दी गई उपपखतत में ररक्त सथान की पतू्त्म कर  
 पूण्म कीत्जए । 

21. संलग्न आकृत्त 3.99 में रषेख MN ‘O’ केंद्रिालषे   
 िृतत की जीिा है । MN = 25, जीिा MN पर  
 त्बंदु L इस प्रकार है त्क, ML = 9 और  
 d(O, L) = 5 तो इस िृतत की त्रिजया ज्ात  
 कीत्जए । 

OA B

C

D

उपपतति ः रषेख OD खींत्चए।
   Ð ACB =   (अध्मिृतत में अंतत्ल्मखखत कोण)
   Ð DCB =   (रषेख CD, Ð C का समद् त्िभाजक है)
   m(चाप DB) =   (अंतत्ल्मखखत कोण का प्रमषेय)
   Ð DOB =  (चाप के माप की पररभारा) (I)
   रषेख OA @ रषेख OB..........  ( ) (II)
   \ रषेखा OD रषेख AB की  रषेखा है। (I) तथा (II) सषे
    \ रषेख AD @ रषेख BD  

आकृति 3.99

M

N

L O

आकृति 3.98

22«. आकृत्त 3.100 में दो िृतत परसपर त्बंदु S तथा  
 त्बंदु R पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं । रषेखा PQ उन  
 िृततों की सामानय सपश्म रषेखा है जो उनहषे त्बंदु P तथा  
 Q पर सपश्म करती है । त्सद ्ध कीत्जए त्क - 
 Ð PRQ + Ð PSQ = 180°   

आकृति 3.100

P Q

R

S
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23«. आकृत्त 3.101 में, दो िृतत एक दूसरषे को 
 त्बंदु M तथा N पर प्रत्तचछषेत्दत करतषे हैं । यत्द त्बंदु  
 M तथा N सषे खींची गई िृतत की छषेदन रषेखाएँ  
 िृततों के क्रमशः त्बंदु R तथा S पर तथा त्बंदु P  

तथा Q पर प्रत्तचछषेत्दत करती हों तो त्सद् ध  
कीत्जए त्क PR || QS

24«. दो िृतत परसपर त्बंदु A तथा त्बंदु E पर प्रत्तचछषेत्दत  
 करतषे हैं । त्बंदु E सषे खींची गई सामानय छषेदन रषेखा  
 िृततों को त्बंदु B तथा त्बंदु D पर प्रत्तचछषेत्दत  

करती है । त्बंदु B तथा त्बंदु D सषे खींची गई सपश्म
 रषेखाएँ परसपर त्बंदु C   पर प्रत्तचछषेत्दत करती हैं ।  
 त्सद् ध कीत्जए त्क, c ABCD एक चक्रीय  

चतुभु्मज है ।

आकृति 3.101

P
Q

M

N

R
S

25«. D ABC में, रषेख AD ^ भुजा BC, 
रषेख BE ^ भुजा AC, रषेख CF ^ भुजा AB । 

 त्बंदु ‘O’ लंबपाद हो तो त्सद् ध कीत्जए त्क,  
 त्बंदु ‘O’ D DEF का अंतःकेंद्र है ।

rrr

ICT Tools or Links

त्जओजषेब्ा की सहायता सषे त्ित्िध िृतत खींत्चए । 
उसमें जीिा तथा सपश्म रषेखा खींचकर गुणधम्म की जाँच कीत्जए ।

आकृति 3.103
D

E

O
F

A

B C

आकृति 3.102

A

B

C

E
D
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·  समरूप त्रिभुजों की रचना
 * दो समरूप त्रिभुजों में सषे त्कसी एक त्रिभुज की भुजाएँ और दूसरषे त्रिभुज की संगत   
  भुजाओं का अनुपात त्दया गया हो तो दू्सरषे की रचना करना ।
  (i) एक भी शीर्मत्बंदु सामानय न होनषे पर । 
  (ii) एक शीर्मत्बंदु सामानय होनषे पर ।
·  िृतत की सपश्म रषेखा खींचना
 * िृतत पर खसथत त्कसी त्बंदु सषे िृतत की सपश्मरषेखा खींचना ।
  (i) िृतत के केंद्र का उपयोग करतषे हुए ।
  (ii) िृतत के केंद्र का उपयोग न करतषे हुए ।
 * िृतत के बाह्य त्बंदु सषे उस िृतत पर सपश्मरषेखा खींचना ।

त्पछली कक्ाओं में हम नीचषे दी गई रचना का अधययन कर चुके हैं । अब इन रचनाओं का पुनराित्मन 
कीत्जए ।
·  दी गई रषेखा के बाहर खसथत त्बंदु सषे रषेखा के समांतर रषेखा खींचना ।
·  दी गई रषेखा का लंब समद ्त्िभाजक खींचना ।
·  त्रिभुज की भुजा तथा कोण में सषे पया्मप्त घटक त्दए गए हों तो त्रिभुज की रचना करना ।
·  त्दए गए रषेखाखंड का दी गई संखया के आधार पर समान भाग करना । 
·  त्दए गए रषेखाखंड का त्दए गए अनुपात में त्िभाजन करना ।
· त्दए गए कोण के सिाांगसम कोण की रचना करना ।

कक्ा नौिीं में आपनषे पररसर का मानत्चरि बनानषे का उपक्रम त्कया है । त्कसी इमारत को बनानषे के पिू्म उस इमारत 
की रूपरषेखा तैयार करतषे हैं । त्िद्ालय का पररसर और उसका मानत्चरि, इमारत और उसकी रूपरषेखा परसपर समरूप 
होतषे हैं । भूगोल, िासतुशासरि, यंरिशासरि आत्द क्षेरिों में समरूप आकतृ्तयों को बनानषे की आि्यकता होती है । त्रिभुज 
सबसषे सरल बंद आकृत्त है । इसत्लए त्दए गए त्रिभुजों के समरूप त्रिभुज कैसषे बनाए जातषे हैं, इसषे दषेखेंगषे ।

4 भूतमिीय रचनाएँ

आओ सीखें

थोड़ा याद करें
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समरूप तरिभुजों की रचना

त्कसी त्रिभुज की भुजाएँ दी गई हों, तो उसके समरूप एिं अनुपात की शत्म पूरी करनषे िालषे त्रिभुज की रचना करना ।

दो समरूप त्रिभुजों की संगत भुजाएँ समानुपात में होती हैं और उनके संगत कोण सिाांगसम होतषे हैं । इस कथन का 

उपयोग करके त्दए गए त्रिभुज के समरूप त्रिभुज की रचना की जा सकती है । 

उदा. (1)  D ABC ~ D PQR, D ABC में AB = 5.4 सषेमी, BC = 4.2 सषेमी, AC = 6.0 सषेमी । 

  ABः PQ = 3ः2 तो D ABC और D PQR की रचना कीत्जए ।

  सि्मप्रथम त्दए गए माप के अनुसार D ABC की रचना कीत्जए ।

  D ABC और D PQR समरूप हैं ।

  \ उनकी संगत भुजाएँ समानुपात में हैं ।  

               AB
PQ

= BC
QR

= AC
PR

= 3
2

 .......... (I)  

  AB, BC, AC इन भुजाओं की लंबाई ज्ात होनषे पर उपयु्मक्त समीकरण सषे PQ, QR, PR भुजाओं 

  की लंबाई प्राप्त होगी ।  

  समीकरण [I] सषे 

  
5.4
PQ

= 4.2
QR

= 6.0
PR

= 3
2  

  \ PQ = 3.6 सषेमी, QR = 2.8 सषेमी और PR = 4.0 सषेमी

आकृति 4.1
कच्ी आकृति

PQAB

C

R

आओ जानेंं
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  AB
A¢B = BC

BC¢ = AC
A¢C¢ = 5

3

  \ D ABC की भुजाएँ D A¢BC¢ की संगत भुजाओं सषे बिी होगी ।
  \ रषेख BC के 5 समान भाग करनषे पर उसके तीन समान भाग के बराबर रषेख BC¢ की लंबाई होगी ।
  D ABC खींचकर रषेख BC पर त्बंदु B सषे तीन भाग के बराबर दूरी पर त्बंदु C¢ होना चात्हए ।  
  त्बंदु C¢ सषे रषेख AC के समांतर खींची गई रषेखा, रषेख BA को त्जस त्बंदु पर प्रत्तचछषेत्दत करषेगी िह त्बंदु A¢  
  होगा ।

अतधक जानकारी हषेिू : 
कई बार त्दए गए त्रिभुज के समरूप रचना त्कए जानषे िालषे त्रिभुज की भुजाओं की लंबाई मापन पट्ी सषे मापन 

संभि नहीं होता । ऐसषे समय त्दए गए रषेखाखंड के ‘त्दए गए संखयानुसार समान भाग करना’ इस रचना का उपयोग 
कर त्रिभुज की भुजा ज्ात कर सकतषे हैं ।

उदाहरणाथ्म, भुजा AB की लंबाई 11 6
3
.  सषेमी हो, तो 11.6 सषेमी लंबाई िालषे रषेखाखंड के 3 समान भाग कर 

रषेख AB ज्ात कर सकतषे हैं ।

आकृति 4.2
AB

C

4.2
सषेमी

5.4 सषेमी

6.0
सषेमी

PQ

R

2.8
सषेमी

3.6 सषेमी

4.0
सषेमी

 D PQR की सभी भुजाओं की लंबाई ज्ात होनषे पर हम उस त्रिभुज की रचना कर सकतषे हैं ।

उपयु्मक्त उदा. (1) में रचना में त्दए गए तथा खींचषे जानषे िालषे त्रिभुजों में सामानय शीर्म त्बंदु नहीं होता । एक शीर्म 
त्बंदु सामानय हो तो त्रिभुज की रचना त्दए गए उदाहरण में दशा्मए अनुसार करना सतु्िधाजनक होता है । 

उदा.(2) एक D ABC की रचना कीत्जए ।
  D ABC के समरूप D A¢BC¢ की रचना ऐसषे कीत्जए त्क 
  AB ः A¢B = 5ः3
सपष्ीकरण ः एकरषेखीय त्बंदु B, A¢, A की तरह ही त्बंदु B, C¢, C लीत्जए ।
  D ABC ~ D A¢BC¢ \ Ð ABC = ÐA¢BC¢

कच्ी आकृति
आकृति 4.3

A

A¢

B CC¢
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टीप  ः रषेख BC के पाँच समान भाग करनषे पर, रषेख  
  BC के त्जस ओर त्बंदु A है उसके त्िपरीत  
  ओर त्बंदु B सषे एक त्करण खींचकर उसषे  
  त्िभात्जत करना सुत्िधाजनक होता है । 
  उस त्करण पर BT1 = T1T2 = T2T3 =  
  T3T4 = T4T5 ऐसषे समान भाग लीत्जए ।
  T5C जोिषे तथा T1, T2, T3, T4 सषे T5C  
  के समांतर रषेखा खींत्चए ।

समरूप त्रिभुज की रचना करनषे के त्लए संलग्न आकृत्त 
में दशा्मएनुसार D A¢BC¢ खींच सकतषे हैं । 
इस आकृत्त के अनुसार D A¢BC¢ की रचना करनी हो 
तो रचना के सोपान में कौन-सा बदलाि करना होगा ?

आकृति 4.6

A

A¢

B

C

C¢

   BA¢
BA  = BC

BC
¢  = 3

5
 अथा्मत, BA

BA¢ = BC
BC¢ = 5

3
 .......... त्िपय्म सथानुपात सषे

रचना के सोपान :

(1) त्कसी D ABC की रचना कीत्जए ।
(2)  रषेख BC के पाँच समान भाग कीत्जए ।
(3) त्बंदु B सषे तीसरषे त्बंदु को C¢ नाम दीत्जए ।
  \ BC¢ = 3

5
 BC

(4) अब C¢ सषे रषेख CA के समांतर रषेखा खींत्चए । यह  
 रषेख AB को जहाँ प्रत्तचछषेत्दत करती है, उस त्बंदु  
 को A¢ नाम दीत्जए ।
(5) D ABC के समरूप D A¢BC¢ यही अभीष्ट  
 त्रिभुज है । 

आकृति 4.5

A

T1
T2 T3

T4
T5

B C

आकृति 4.4

A

A¢

CC¢B

 थोड़ा सोचें
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उदा.(3)   D ABC के समरूप D A¢BC¢ की रचना इस प्रकार कीत्जए त्क AB ः A¢B = 5ः7

सपष्ीकरण ः एकरषेखीय त्बंदु B, A, A¢ की तरह ही त्बंदु B, C, C¢ लीत्जए ।

   D ABC ~ D A¢BC¢ और AB ः A¢B = 5ः7

  \ D ABC की भुजा D A¢BC¢ की संगत भुजाओं सषे छोटी होगी

  उसी प्रकार ÐABC @ ÐA¢BC¢ 
  इस मुद्षे को धयान में रखकर कच्ी आकृत्त बनाएँ ।

  अब  
BC
BC′

=
5
7

  \ रषेख BC के 5 समान भाग करषे तो उनमें सषे त्कसी एक भाग का 7 गुना रषेख BC¢ की लंबाई होगी । 

  \ D ABC खींचकर रषेख BC के पाँच समान भाग करें । त्बंदु C¢ त्करण BC पर त्बंदु B सषे सात भाग  

  की दूरी पर होगा ।

  समानुपात के मूलभूत प्रमषेय के अनुसार त्बंदु C¢ सषे भुजा AC के समांतर रषेखा खींचें तो िह बढ़ी हुई त्करण 

  BA को त्जस त्बंदु पर प्रत्तचछषेत्दत करती है, िह त्बंदु A¢ होगा । रषेख A¢C¢ खींचनषे पर D A¢BC¢   
  अभीष्ट (अपषेत्क्त) त्रिभुज प्राप्त होगा ।

रचना के सोपान ः

(1) D ABC बनाइए ।

(2) रषेख BC के पाँच समान भाग कीत्जए । त्करण BC  पर त्बंदु C¢ इस प्रकार लें, त्क रषेख BC¢ की लंबाई रषेख  

 BC के एक भाग की सात गुना हो ।

(3) रषेख AC के C¢ सषे समांतर रषेखा खींत्चए । यह रषेखा त्करण BA को जहाँ प्रत्तचछषेत्दत करती है, उस त्बंदु को  

 A¢ नाम दीत्जए ।

  D A¢BC¢ यह D ABC  के समरूप अभीष्ट त्रिभुज है ।

आकृति 4.7
कच्ी आकृति

A

A¢

B
C C¢

आकृति 4.8

A

A¢

B C
1 2 3 4 5 6 7

C¢
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आकृति 4.9

माना C केंद्रिालषे िृततपर खसथत त्बंदु P सषे जानषेिाली, सपश्म रषेखा l 
खींचना है ।
त्रिजया के बाह्य छोर सषे खींची गई लंब रषेखा उस िृतत की सपश्म रषेखा 
होती है, इस गुणधम्म का उपयोग कीत्जए । त्रिजया CP खींची तो रषेख 
CP ^ रषेखा l अथा्मत त्रिजया CP पर त्बंदु  P सषे जानषे िाली लंब रषेखा 
ही अभीष्ट सपश्मरषेखा होगी ।

P

l

C

रषेखा पर दी गई त्बंदु सषे जानषे िाली, उस रषेखा पर लंब रषेखा की रचना यहाँ करनी पडषे़गी । इसत्लए सुत्िधा के 
त्लए त्करण CP खींचकर रषेखा l की रचना करें ।

रचना के सोपान ः
(1) C केंद्रिाला एक िृतत खींत्चए, उसपर एक  
 त्बंदु P लीत्जए ।
(2) त्करण CP खींत्चए ।
(3) त्बंदु P सषे त्करण CX पर लंब रषेखा l खींत्चए ।
 रषेखा l, त्बंदु P सषे जानषेिाली िृतत की अभीष्ट  
 सपश्मरषेखा है । आकृति 4.10

P XC

l

प्रशनसंग्रह 4.1

1. D ABC ~ D LMN , D ABC में AB = 5.5 सषेमी, BC = 6 सषेमी, CA = 4.5 सषेमी और  

 BC
MN

 = 5
4

 तो D ABC तथा D LMN की रचना कीत्जए ।

2. D PQR ~ D LTR, D PQR में PQ = 4.2 सषेमी, QR = 5.4 सषेमी, PR = 4.8 सषेमी और  

 PQ
LT

 = 3
4

 तो D PQR तथा D LTR की रचना कीत्जए ।

3. D RST ~ D XYZ, D RST में RS = 4.5 सषेमी, Ð RST = 40°, ST = 5.7 सषेमी और  

 RS
XY  = 

3
5  तो D RST तथा D XYZ की रचना कीत्जए ।

4. D AMT ~ D AHE, D AMT में AM = 6.3 सषेमी, Ð TAM = 50°, AT = 5.6 सषेमी और  

 AM
AH

 = 7
5

 तो D AHE की रचना कीत्जए ।

आओ जानें

वृति पर तसथि तकसी तिंदु सषे वृति की सपश्तरषेखा खींचना

(i) वृति केंद्र का उपयोग करिषे हुए :
सपष्ीकरण ः 
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(ii) वृति केंद्र का उपयोग न करिषे हुए ः
उदाहरण ः उत्चत त्रिजया लषेकर एक िृतत खींत्चए, उसपर कोई एक त्बंदु C लीत्जए । िृतत केंद्र का उपयोग न करतषे हुए  
  त्बंदु C सषे होकर जानषे िाली उस िृतत की सपश्मरषेखा खींत्चए ।

सपष्ीकरण :  
माना आकृत्त में दशा्मए अनुसार रषेखा l त्बंदु C 
सषे जानषे िाली सपश्म रषेखा है । रषेख CB जीिा 
और Ð CAB अंतत्ल्मखखत कोण खींत्चए । 
सपश्म रषेखा छषेदन रषेखा कोण प्रमषेय के अनुसार  
ÐCAB @ ÐBCD ।
सपश्म रषेखा-छषेदन रषेखा कोण प्रमषेय के त्िलोम 
अनुसार ,

यत्द ÐCAB @ ÐBCD, तो रषेखा l यह िृतत की सपश्म रषेखा होती है ।
अथा्मत रषेख CB िृतत की जीिा और ÐCAB अंतत्ल्मखखत कोण खींत्चए । ÐBCD की रचना इस प्रकार करें 
त्क, ÐBCD @ ÐBAC
रषेखा CD यह त्दए गए िृतत के त्बंदु C सषे जानषे िाली उस िृतत की सपश्म रषेखा होगी ।

रचना के सोपान :

आकृति 4.11
l

A
B

C

D

(1) एक िृतत खींचकर उसपर कोई एक त्बंदु C  
 लीत्जए ।
(2) जीिा CB और अंतत्ल्मखखत ÐCAB  
 खींत्चए ।
(3) त्बंदु A केंद्र तथा उत्चत (सुत्िधाजनक)  
 त्रिजया लषेकर ÐBAC की भुजाओं को त्बंदु  
 M तथा त्बंदु N पर प्रत्तचछषेत्दत करनषे िाला  
 चाप खींत्चए ।
(4) िही त्रिजया तथा त्बंदु  C को केंद्र मानकर जीिा CB को प्रत्तचछषेत्दत करनषे िाला चाप खींत्चए उस प्रत्तचछषेदन  
 त्बंदु को R नाम दीत्जए ।
(5) कंपास में MN के बराबर त्रिजया लीत्जए । केंद्र R लषेकर पहलषे खींचषे गए चाप को प्रत्तचछषेत्दत करनषे िाला एक  
 और चाप खींत्चए । उस प्रत्तचछषेदन त्बंदु को  D नाम दीत्जए । रषेखा CD खींत्चए । रषेखा CD यह िृतत की  
 सपश्म रषेखा है । 

 (उपयु्मक्त आकृत्त में Ð MAN @ Ð BCD के कारण को धयान में रखखए । रषेखाखंड MN तथा रषेखाखंड RD  
 खींचनषे पर - भु भु भु कसौटी के अनुसार D MAN @ D RCD. \ Ð MAN @ Ð BCD)

आकृति 4.12

A
BM

C

N
D

R
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माना, आकतृ्त में दशा्मए अनुसार ‘O’ केंद्रिालषे िृतत के 
बाह्यभाग में एक त्बंदु P खसथत है । त्बंदु P सषे िृतत पर 
खींची गई सपश्म रषेखा िृतत को त्बंदु A तथा त्बंदु B पर 
सपश्म करती है । िृतत पर त्बंदु A तथा त्बंदु B का सथान 
त्नख्चत हो जानषे पर सपश्म रषेखा PA और PB खींची जा 
सकती है । कयोंत्क त्रिजया OA और OB खींचा तो 
त्रिजया OA ^ रषेखा PA और त्रिजया OB ^ रषेखा PB.

समकोण D OAP तथा D OBP में, OP यह दोनों त्रिभुज के कण्म हैं । यत्द रषेख OP वयास िाला िृतत खींचा तो िह 
O केंद्रिालषे िृतत को त्जन त्बंदुओं पर प्रत्तचछषेत्दत करेंगषे िषे त्बंदु A और B होंगषे, कयोंत्क अध्मिृतत में अंतत्ल्मखखत कोण 
समकोण होता है ।
रचना के सोपान :
(1) ‘O’ केंद्र तथा उत्चत माप की त्रिजया लषेकर एक िृतत  
 खींत्चए ।
(2) िृतत के बाहर एक त्बंदु P लीत्जए ।
(3) रषेख OP खींत्चए । रषेख OP का लंब समद् त्िभाजक 
 खींचकर मधय त्बंदु M प्राप्त कीत्जए ।
(4) केंद्र M तथा त्रिजया OM लषेकर िृतत चाप बनाइए । 
(5) यह िृतत चाप त्दए गए िृतत को  त्बंदु A और त्बंदु B पर 
 प्रत्तचछषेत्दत करषेगा । आकृति 4.14

PM

A

B

O

आकृति 4.13

P
O

A

B

(6) रषेखा PA तथा रषेखा PB खींत्चए ।
 रषेखा PA तथा रषेखा PB िृतत की अभीष्ट सपश्मरषेखाएँ हैं ।

प्रशनसंग्रह 4.2

1. त्बंदु P केंद्र और त्रिजया 3.2 सषेमी लषेकर िृतत पर खसथत त्बंदु M सषे जानषेिाली सपश्मरषेखा खींत्चए ।
2. 2.7 सषेमी त्रिजया िाला एक िृतत बनाइए । इस िृतत पर खसथत एक त्बंदु सषे िृतत पर सपश्मरषेखा खींत्चए ।
3. 3.6 सषेमी त्रिजया िाला एक िृतत खींत्चए । िृतत केंद्र का उपयोग न करतषे हुए िृतत पर खसथत त्कसी त्बंदु सषे िृतत  
 की सपश्म रषेखा खींत्चए । 
4. 3.3 सषेमी त्रिजयािाला एक िृतत बनाइए । िृतत में 6.6 सषेमी लंबाई िाली एक जीिा PQ खींत्चए । सपश्म रषेखा के  
 संदभ्म में अपनषे त्नरीक्ण दज्म कीत्जए ।  

वृति के िाह्य भाग में तसथि तकसी तिंदु सषे वृति पर सपश्तरषेखा खींचना

सपष्ीकरण ः
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5. 3.4 सषेमी त्रिजयािाला एक िृतत खींत्चए । उसमें 5.7 सषेमी लंबाई िाली जीिा MN खींत्चए । त्बंदु M तथा त्बंदु  
N सषे िृतत की सपश्म रषेखा खींत्चए ।

6. केंद्र P तथा त्रिजया 3.4 सषेमी लषेकर एक िृतत खींत्चए । िृतत के केंद्र सषे 5.5 सषेमी दूरी पर एक त्बंदु Q लीत्जए  ।
Q सषे िृतत की सपश्म रषेखा खींत्चए ।

7. 4.1 सषेमी त्रिजयािाला एक िृतत खींत्चए । िृतत के केंद्र सषे 7.3 सषेमी दूर खसथत त्बंदु सषे सपश्म रषेखा खींत्चए ।

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 4

1. उत्चत त्िकलप चुत्नए ः
(1) िृतत पर खसथत त्कसी त्बंदु सषे िृतत पर खींची जा सकनषे िाली सपश्मरषेखाओं की संखया ............... 

होती है ।
(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) 0

(2) िृतत के बाहर खसथत त्बंदु सषे उस िृतत पर अत्धक सषे अत्धक ............. सपश्म रषेखा खींची जा सकती है । 
(A) 2 (B) 1 (C) एक और केिल एक    (D) 0

(3) यत्द  D ABC ~ D PQR ,  AB
PQ

 = 7
5

 तो ...............

(A) D ABC बिा होगा (B) D PQR बिा होगा
(C) दोनों त्रिभुज समान होंगषे (D) त्नख्चत नहीं कहा जा सकता

2. O केंद्र तथा 3.5 सषेमी त्रिजयािाला एक िृतत बनाइए । िृतत के केंद्र सषे 5.7 सषेमी दूरी पर एक त्बंदु P
लीत्जए । त्बंदु P सषे िृतत की सपश्म रषेखा खींत्चए ।

3. एक िृतत खींत्चए । िृतत पर एक त्बंदु A लषेकर िृतत के केंद्र का उपयोग त्कए त्बना िृतत की सपश्म रषेखा खींत्चए  ।
4. 6.4 सषेमी वयासिाला एक िृतत खींत्चए । िृतत के केंद्र सषे िृतत के माप के बराबर दूरी पर एक त्बंदु R लीत्जए ।

इस त्बंदु सषे िृतत की सपश्म रषेखाएँ खींत्चए ।
5. P केंद्रिाला एक िृतत खींत्चए । 100° माप का एक लघु चाप AB खींत्चए । त्बंदु A तथा त्बंदु B सषे िृतत की

सपश्म रषेखा खींत्चए ।
6. E केंद्र तथा 3.4 सषेमी त्रिजयािाला एक िृतत खींत्चए । िृतत पर एक त्बंदु F लीत्जए । त्बंदु A इस प्रकार

लीत्जए त्क E-F-A और FA = 4.1 सषेमी । त्बंदु A सषे िृतत पर सपश्म रषेखा खींत्चए ।
7. यत्द  D ABC ~ D LBN, D ABC में AB = 5.1 सषेमी, Ð B = 40°, BC = 4.8 सषेमी,

AC
LN

 = 4
7

 तो  D ABC तथा  D LBN की रचना कीत्जए ।

8. D PYQ में, PY = 6.3 सषेमी, YQ = 7.2 सषेमी, PQ = 5.8 सषेमी । त्रिभुज PQR

के समरूप D XYZ की रचना इस प्रकार कीत्जए त्क, YZ
YQ

= 6
5

 हो ।

rrr
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·     दूरी सूरि  ·     त्िभाजन सूरि  ·     रषेखा का ढाल

थोड़ा याद करें

 हम संखया रषेखा पर खसथत दो त्बंदुओं के बीच की दूरी मापना जानतषे हैं ।

 त्बंदुओं P,Q और R के त्नदतेशांक क्रमश: -1,-5 और 4 हो तो रषेख PQ,और  रषेख QR की दूरी ज्ात  
कीत्जए ।

 त्बंदु A और B के त्नदतेशांक क्रमश: x1 और x2 हैं और x2 > x1 हो तो
 रषेखाखंड AB की दूरी = d(A,B) = x2 - x1 
 आकृत्त में दशा्मए अनुसार त्बंदु P,Q और R के त्नदतेशांक क्रमश: -1,-5 और 4 हैं ।
               \ d(P, Q) = (-1)-(-5) = -1 + 5 = 4
 और  d(Q, R) = 4 - (-5) = 4 + 5 = 9
 इसी संकलपना का उपयोग करके हम प्रतल XY में खसथत तथा एक ही अक् पर खसथत दो त्बंदुओं के बीच की 
दूरी ज्ात करेंगषे ।

आओ जानें

(1)  एक ही अक् पर तसथि दो तिंदुओं के िीच की दूरी ज्ाि करना :
  एक ही अक् पर दो त्बंदु अथा्मत एक ही संखया रषेखा पर दो त्बंदु । यह धयान में रखें त्क X अक् पर खसथत त्बंदुओं  
  के त्नदतेशांक (2, 0), ( -5

2
, 0), (8, 0) हैं, और Y अक् पर खसथत त्बंदुओं के त्नदतेशांक (0, 1), 

  (0, 
17
2 ) और (0, -3) होतषे हैं ।

  X अक् का ॠण त्नदतेशांक दशा्मनषे िाला भाग त्करण OX¢ है तथा Y अक् का ॠण त्नदतेशांक दशा्मनषे िाला  
  भाग त्करण OY¢ है ।

आकृति 5.1

PQ
-2 1 5-3 20-4 3

O
-5 4

R
-1

5 तनदछेशांक भूतमति

आओ सीखें
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 (i) X-अक् पर खसथत दो त्बंदुओं के बीच की दूरी 
  ज्ात करना ।

(ii) Y-अक् पर खसथत दो त्बंदुओं के बीच की दूरी   
 ज्ात करना ।

(2) दो तिंदुओं को जोड़नषे वालषे प्रिल XY पर तसथि रषेखाखं्ड तकसी एक अक् के समांिर हों िो उन दो तिंदुओं के  
 िीच की दूरी ज्ाि करना ।

(i) आकृत्त में रषेख AB यह X- अक् के समांतर 
 है । इसीत्लए त्बंदु A तथा त्बंदु B के y त्नदतेशांक  
 समान हैं । 
 X-अक् पर रषेख AL और रषेख BM लंब खींत्चए ।
  \ c ABML एक आयत है ।
 \ AB = LM 
 परंतु, LM = x2 - x1 
 \ d(A,B) = x2 - x1

(ii) आकृत्त में रषेख PQ यह Y- अक् के समांतर 
 है । इसीत्लए त्बंदु P और त्बंदु Q के x त्नदतेशांक  
 समान हैं । 
 Y-अक् पर रषेख PR और रषेख QS लंब खींत्चए ।
 \ c PQSR एक आयत है ।
 \ PQ = RS
 परंतु, RS = y2 - y1

 \ d(P,Q) = y2 - y1

   उपयु्मक्त आकृत्त में,
   A(x1, 0 ) और B(x2, 0) यषे दो त्बंदु 
   X- अक् पर इस प्रकार हैं त्क, x2 > x1

   \ d(A, B) = x2 - x1

  उपयु्मक्त आकतृ्त में,
  P(0, y1) और Q(0, y2) यषे दो त्बंदु  
  Y- अक् पर इस प्रकार हैं, y2 > y1

   \ d(P,Q) = y2 - y1

आकृति 5.4 आकृति 5.5

आकृति 5.2

A (x1, 0) B (x2, 0)
X` X

Y

Y`

O

आकृति 5.3

(0, y2) Q

(0, y1) P

XX`

Y

Y`

O

A(x1, y1)

L(x1, 0)

B(x2, y1)

M(x2, 0)
X` X

Y`

Y

O

P (x1, y2)(0, y2) R

Q (x1, y1)(0, y1) S
X` X

Y`

Y

O
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कृति ः
  आकृत्त में रषेख AB || Y-अक् और  
  रषेख CB || X-अक् है । त्बंदु A और C के त्नदतेशांक त्दए गए  
  हैं । 
  AC ज्ात करनषे के त्लए नीचषे दी गई चौखटों में त्लखखए । 
  D ABC समकोण त्रिभुज है ।    
  पायथागोरस के प्रमषेयानुसार,
  (AB)2 + (BC)2 = 
  AB और BC प्राप्त करनषे के त्लए त्बंदु B के त्नदतेशांक  
  ज्ात करेंगषे ।  
  CB || X- अक् \ B का y त्नदतेशांक = 
  BA || Y- अक् \ B का x त्नदतेशांक = 
  AB = 3  -  =   BC =  -  =  4  

  \ AC2 =  +  =  \ AC = 17

आओ जानें

दूरी सरूि (Distance formula)

आकृत्त 5.7 में, A(x1, y1) और B(x2, y2) यह प्रतल 
XY पर खसथत कोई दो त्बंदु हैं ।
त्बंदु B सषे X-अक् पर BP लंब खींत्चए । उसी प्रकार त्बंदु A 
सषे रषेखा BP पर AD लंब खींत्चए जो Y-अक् के समांतर हो । 

\ त्बंदु D का x त्नदतेशांक x2 है ।

रषेख AD यह X-अक् समांतर है । 

 \ त्बंदु D का y त्नदतेशांक y1 है ।

 \  AD = d(A, D) = x2 - x1, 
 BD = d(B, D) = y2 - y1

      समकोण D ABD में, पायथागोरस के प्रमषेय सषे

           AB = AD + BD2 2 2  
         = x x y y2 1

2
2 1

2−( ) + −( )  

       \ AB = x x y y2 1
2

2 1
2−( ) + −( )

        इस तनषकर्त को दूरी सूरि कहिषे हैं ।

आकृति 5.6

XX`

B

Y

Y`

A(2, 3)

C(-2, 2)

4

1
-1

3

-3 2

-2

2

-2 3

-3

1

-1 0

आकृति 5.7

X
P

X`

Y

Y`

A
(x1, y1)

B(x2, y2)

D(x2, y1)

O



103

  यह धयान में रखें त्क, x x y y x x y y2 1
2

2 1
2

1 2
2

1 2
2−( ) + −( ) = −( ) + −( )  

  आकृत्त 5.6 की कृत्त में हमनषे रषेख AC की लंबाई ज्ात करनषे के त्लए AB और BC की लंबाई ज्ात कर 
पायथागोरस के प्रमषेय का उपयोग त्कया था । अब दूरी-सरूि की सहायता सषे हम उन रषेखाखंडों की लंबाई ज्ात करेंगषे ।

   A(2, 3) और C(-2, 2) त्दए गए हैं ।

   माना A(x1, y1) और C(x2, y2) 

   x1 = 2, y1 = 3, x2 = -2, y2 = 2 

   दूरी सरूि सषे,

   AC = x x y y2 1
2

2 1
2−( ) + −( )

      = − −( ) + −( )2 2 2 32 2

      = −( ) + −( )4 12 2  

      = 16 1+  

      = 17

   रषेखा AB || Y-अक् और रषेखा BC || X-अक्
   \ त्बंदु B का त्नदतेशांक (2, 2) है ।

   \ AB = x x y y2 1
2

2 1
2−( ) + −( )  = 2 2 2 32 2−( ) + −( )  = 0 1+  = 1

      BC = x x y y2 1
2

2 1
2−( ) + −( )  = − −( ) + −( )2 2 2 22 2  = −( ) +4 02  = 4

आकृत्त 5.1 में त्बंदु P तथा त्बंदु Q की दूरी (-1) - (-5) = 4; हमनषे ज्ात त्कया था । इसी त्बंदु के त्नदतेशांक 
प्रतल में (-1, 0) तथा (-5, 0) रहेंगषे । दूरी सूरि की सहायता सषे त्बंदु P तथा त्बंदु Q की दूरी उतनी ही रहषेगी, इसकी 
जाँच कीत्जए ।

XX`

B

Y

Y`

A(2, 3)

C(-2, 2)

O

आकृति 5.8

·  आरंभ त्बंदु O के त्नदतेशांक (0, 0) होतषे हैं । अथा्मत P के त्नदतेशांक (x, y) हो तो,  
 d(O, P) = x y2 2+ .

·  P(x1, y1), Q(x2, y2) यषे दोनों त्बंदु प्रतल XY में खसथत हों तो

 d(P, Q) = x x y y2 1
2

2 1
2−( ) + −( )

 अथा्मत, PQ2 = x x y y2 1
2

2 1
2−( ) + −( )  = x x y y1 2

2
1 2

2−( ) + −( )  

इसषे धयान में रखें
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������������ हल तकए गए उदाहरण ������������
उदा. (1)  P(-1, 1), Q(5,-7) इन दो त्बंदुओं के बीच की दूरी ज्ात कीत्जए ।  
हल  ः माना P(x1, y1) और Q(x2, y2) 
   x1 = -1,   y1 = 1,  x2 = 5,  y2 = -7

   दूरी सरूि के अनुसार  d(P, Q) = x x y y2 1
2

2 1
2−( ) + −( )

     = 5 1 7 1
2 2

− −( )  + −( ) − 

     = 6 82 2( ) + −( )

     = 36 64+

         d(P, Q)  = 100  =  10
      \ त्बंदु P और Q के बीच की दूरी = 10

उदा. (2)  त्सद् ध कीत्जए त्क, A(-3, 2), B(1, -2) और C(9, -10) एकरषेखीय त्बंदु हैं ।
हल  ः यत्द d(A, B); d(B, C) और d(A, C)  इनमें सषे त्कनहीं भी दो दूररयों का योगफल तीसरी दूरी के  
   बराबर हो तो त्बंदु A, B, C एकरषेखीय होंगषे ।
   \ d(A, B), d(B, C) और d(A, C) ज्ात करेंगषे ।
   त्बंदुA के त्नदतेशांक त्बंदु B के त्नदतेशांक      दूरी सूरि         
    (-3, 2)     (1, -2) d(A,B) = x x y y2 1

2
2 1

2−( ) + −( )
        (x1, y1)     (x2, y2)

    \ d(A, B) = 1 3 2 2
2 2

− −( )  + −( ) −   .......... (दूरी सरूिानुसार )

       = 1 3 42 2+( ) + −( )

       = 16 16+

       = 32  = 4 2  ..........(I)

    d(B, C) = 9 1 10 22 2−( ) + − +( )

       = 64 64+  = 8 2  ..........(II)

   और d(A, C) = 9 3 10 22 2+( ) + − −( )

       = 144 144+  = 12 2  ..........(III)

       4 2  + 8 2  = 12 2    .......... (I), (II) और (III) सषे
   \ d(A, B) + d(B, C) = d(A, C) 
   \ A, B, C यषे एकरषेखीय त्बंदु हैं । 
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उदा. (3)  त्नख्चत कीत्जए त्क कया त्बंदु P(6, -6), Q(3, -7) और R(3, 3) यषे एकरषेखीय त्बंदु हैं ?
हल  ः PQ  = 6 3 6 72 2−( ) + − +( )     .......... (दूरी सरूि का उपयोग कर)

    = 3 12 2( ) + ( )  = 10   .......... (I)

   QR = 3 3 7 32 2−( ) + − −( )

    = 0 102 2( ) + −( )  = 100   .......... (II)

   PR = 3 6 3 62 2−( ) + +( )

    = −( ) + ( )3 92 2  = 90  .......... (III)

   (I), (II) और (III) सषे 10 , 100  और 90  में सषे 100  सबसषे बडी़ संखया है । 

   संखयाएँ 100( )  और 10 90+( )  समान हैं या नहीं यह दषेखतषे हैं ।

   इसके त्लए 100
2( )  और 10 90

2
+( )  की तुलना करें ।

   इससषे धयना में आएगा त्क 10 90+( )  > 100( )   \ PQ + PR ¹ QR
   \ P(6, -6), Q(3, -7) और R(3, 3) यह एकरषेखीय त्बंदु नहीं है ।   

उदा. (4)  त्सद् ध  कीत्जए त्क, त्बंद ु(1, 7), (4, 2),  (-1, -1) और  (-4, 4) िग्म के शीर्म त्बंदु हैं । 
हल  ः जब त्कसी चतुभु्मज की सभी भुजाएँ समान लंबाई की और त्िकण्म भी समान लंबाई के हों तो िह िग्म  
   होता हैं ।  \ सभी भुजाओं और त्िकणतों की लंबाई दूरी सूरि का प्रयोग कर ज्ात करेंगषे ।   
   माना त्क, A(1, 7), B(4, 2), C(-1, -1) और D(-4,4) त्बंदु त्दए गए हैं ।

   AB = 1 4 7 22 2−( ) + −( )   = 9 25+  = 34

   BC = 4 1 2 12 2+( ) + +( )  = 25 9+  = 34

   CD = − +( ) + − −( )1 4 1 42 2

 = 9 25+  = 34

   DA = 1 4 7 42 2+( ) + −( )   = 25 9+  = 34

   AC = 1 1 7 12 2+( ) + +( )  = 4 64+  = 68

   BD = 4 4 2 42 2+( ) + −( )  = 64 4+  = 68

   \ AB = BC = CD = DA और AC = BD

आकृति 5.9

A

B

C

D
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   इस आधार पर हमें यह ज्ात होता है त्क, चारों भुजाएँ समान हैं और दोनों त्िकण्म AC और BD  
   भी समान हैं ।
   \ (1,7), (4,2),  (-1,-1) और  (-4,4) इन शीर्म त्बंदुओं सषे त्नत्म्मत चतुभु्मज िग्म है ।

उदा. (5)  Y- अक् पर खसथत ऐसा त्बंदु ज्ात कीत्जए, जो त्क M (-5,-2) और N(3,2) सषे समान दूरी पर हो। 
हल  ः माना, Y- अक् पर त्बंदु P(0, y) त्बंदु M तथा N सषे समान दूरी पर है ।
    \ PM = PN \ PM2 = PN2

          \   [0 -(-5)]2 + [y -(-2)]2 =  (0 - 3)2 + (y - 2)2

         \  25 + (y + 2)2 = 9 + y2 - 4y + 4
    \ 25 + y2 + 4y + 4 = 13 + y2 - 4y
    `           \ 8y = -16 \ y = -2
   \ M (-5, -2) और N (3, 2) इन त्बंदुओं सषे समान दूरी पर खसथत Y- अक् के त्बंदु का   
   त्नदतेशांक (0, -2) है । 

उदा. (6)  यत्द त्बंदु A(-3, -4), B(-5, 0), C(3, 0) यह D ABC के शीर्म त्बंदु है । तो D ABC के पररकेंद्र 
   के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।
हल  ः माना त्बंदु P(a, b) यह D ABC का पररकेंद्र है। \ त्बंदु P त्बंदु A, B, C सषे समान दूरी पर है ।  
  \ PA2 = PB2 = PC2 .......... (I) \ PA2 = PB2

               (a + 3)2 + (b + 4)2 = (a + 5)2 + (b - 0)2

 \a2 + 6a + 9 + b2 + 8b + 16 = a2 + 10a + 25 +b2

                          \ -4a + 8b = 0
                              \  a - 2b = 0 .......... (II)
                         उसी प्रकार PA2 = PC2 .......... (I) सषे
          \ (a + 3)2 + (b + 4)2 = (a - 3)2 + (b - 0)2

 \a2 + 6a + 9 + b2 + 8b + 16 = a2 - 6a + 9 + b2

                           \ 12a + 8b = -16
                             \ 3a + 2b = -4 .......... (III)
  समीकरण (II) और (III) हल करनषे पर a = -1, b = -

1
2

  \ पररकेंद्र के त्नदतेशांक (-1, -
1
2

) हैं ।

P(a,b)

A(-3,-4)

B
(-5,0)

C(3,0)

आकृति 5.10
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उदा. (7)  यत्द त्बंदु (x, y) यह (7, 1) और (3, 5) सषे समान दूरी पर हो, तो त्सद्ध कीत्जए त्क  y = x-2 
हल  ः माना, P (x, y) यह त्बंदु A(7, 1) और B(3, 5) सषे समान दूरी पर है ।
                                           \ AP = BP
                                          \ AP2 = BP2

                  \ (x - 7)2 + (y - 1)2 = (x - 3)2 + (y - 5)2

    \ x2 - 14x +49 + y2 - 2y + 1 = x2 - 6x + 9 + y2 - 10y +25
                                 \- 8x + 8y = -16
                                        \ x - y = 2
                                              \ y = x - 2

उदा. (8)  त्बंदु A (2,-2) और त्बंदु B (-1, y) के बीच की दूरी 5 है, तो y का मान ज्ात कीत्जए । 
हल  ः       \ AB2 = [(-1) - 2]2 + [y - (-2)]2 .......... दूरी सरूिानुसार     
    \   52 = (-3)2 + (y + 2)2

        \  25 = 9 + (y + 2)2

        \  16 = (y + 2)2

    \   y + 2 = ± 16

    \   y + 2 = ± 4
    \ y = 4 - 2 या y = -4 - 2
    \ y = 2   या  y = -6
    \ y  का मान 2 या -6 है । 

प्रशनसंग्रह 5.1

1. त्नमनत्लखखत प्रतयषेक युगम के त्बंदुओं के बीच की दूरी ज्ात कीत्जए । 
 (1) A(2, 3), B(4, 1)          (2) P(-5, 7),  Q(-1, 3)  (3) R(0, -3),  S(0, 5

2
)

 (4) L(5, -8), M(-7, -3)     (5) T(-3, 6), R(9, -10) (6) W( -7
2

, 4),  X(11, 4)

2. नीचषे त्दए गए त्बंदु एकरषेखीय हैं या नहीं ? इसकी जाँच कीत्जए ।
 (1) A(1, -3), B(2, -5), C(-4, 7)  (2) L(-2, 3), M(1, -3), N(5, 4)
 (3) R(0, 3), D(2, 1), S(3, -1)  (4) P(-2, 3), Q(1, 2), R(4, 1)
3. X- अक् पर खसथत िह त्बंदु ज्ात कीत्जए जो त्बंदु A(-3, 4) और B(1, -4) सषे समान दूरी पर हो ।
4. जाँच कीत्जए त्क त्बंदु P(-2, 2), Q(2, 2) और R(2, 7) समकोण त्रिभुज के शीर्म त्बंदु हैं । 
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आकृति 5.12

PA B6 10  आकृत्त में, AP = 6 और PB = 10

 \ AP
PB

= =
6

10
3
5

                    

 इसषे त्भन्न शबदों में ‘त्बंदु P रषेखाखंड AB को 3ः5 के अनुपात में त्िभात्जत करता है ।’, ऐसा कहतषे हैं ।   

जब त्कसी रषेखाखंड पर खसथत त्बंदु रषेखाखंड को त्दए गए अनुपात में त्िभात्जत करता है तब उस त्िभाजक त्बंदु के 

त्नदतेशांक कैसषे प्राप्त करेंगषे यह दषेखतषे हैं ।

5. त्सद्ध कीत्जए त्क, P(2, -2), Q(7, 3), R(11, -1) और S (6, -6) शीर्म त्बंदुिाला चतु्मभुज, समांतर  
 चतु्मभुज है ।
6. त्सद् ध कीत्जए त्क, A(-4, -7), B(-1, 2), C(8, 5) और D(5, -4) समचतुभु्मज ABCD के शीर्म त्बंदु  
 हैं । 
7.  यत्द त्बंदु L(x, 7) और M(1, 15) के बीच की दूरी 10 हो, तो x का मान ज्ात कीत्जए ।
8.  त्सद्ध कीत्जए त्क, A(1, 2), B(1, 6),  C(1 + 2 3 , 4) समबाहु त्रिभुज के शीर्म त्बंदु हैं ।

थोड़ा याद करें
 
िीन समांिर रषेखाओं के अंि:ख्ंडों का गुणधम्त ः
 आकृत्त में रषेखा l || रषेखा m || रषेखा n, 
 रषेखा p तथा रषेखा q त्तय्मक रषेखाएँ हैं ।
 \ AB

BC
= DE

EF

आओ जानें

रषेखाखं्डों का तवभाजन (Division of a line segment)

आकृति 5.11

m
n

p q

lA
B

C

D
E
F
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आओ जानें

तवभाजन सूरि (Section formula)

 आकृत्त 5.13 में, प्रतल XY पर खसथत रषेखाखंड AB पर त्बंदु P, रषेखाखंड AB को m ः n के अनुपात में   
त्िभात्जत करता है । 

 \ तीन समांतर रषेखाओं के अंत:खंडों के गुणधम्म के अनुसार,  AP
PB

 = CQ
QD

 = m
n

     अब, CQ = x - x1 और QD = x2 - x .......... (I) के अनुसार

        \ 
x x
x x

m
n

−
−

=1

2
 

\ n(x - x1) = m (x2 - x)
\ nx - nx1 = mx2 - mx
\ mx + nx = mx2 + nx1

\ x(m + n) = mx2 + nx1

\ x = 
mx nx
m n

2 1+
+

  उसी प्रकार त्बंदु A, P तथा B सषे Y- अक् पर  लंब खींचकर उपयु्मक्त त्दए गए अनुसार कतृ्त करनषे पर हमें 

  y my ny
m n

=
+
+

2 1  प्राप्त होगा ।

  \ त्बंदु A(x1, y1) और B(x2, y2) को जोिनषे िालषे रषेखाखंड AB को m ः n के अनुपात में 

  त्िभात्जत करनषे िालषे त्बंदु के त्नदतेशांक 
mx nx
m n

my ny
m n

2 1 2 1+
+

+
+







,  होतषे हैं ।

आकृति 5.13

XX`

Y

Y`

A (x1
, y1

) P (x, y) B(x2, y2)

D(x2, 0)Q(x, 0)C(x1, 0)O

 माना A(x1, y1), B(x2, y2) और P(x, y) 
 रषेख AC, रषेख PQ और रषेख BD यह X-अक्  पर 
 लंब रषेखाखंड खींचषे गए हैं ।
 \ C(x1, 0); Q (x, 0) 
 और D (x2, 0).
 \    CQ = x - x1

 और QD = x2 - x
 उसी प्रकार रषेख AC || रषेख PQ || रषेख BD.

.......... (I)}
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             x = mx nx
m n

2 1+
+

 

             = mx mx
m m

2 1+
+

     \  m = n

    = m x x
m

1 2

2
+( )

           = x x1 2

2
+

   y = my ny
m n

2 1+
+

     = my my
m m

2 1+
+

   \  m = n

     = m y y
m

1 2

2
+( )

    = y y1 2

2
+

  \मधय त्बंदु P के त्नदतेशांक x x y y1 2 1 2

2 2
+ +






,  हैं । इसषे ही रषेखाखंड के मधयतिंदु का सूरि कहतषे हैं ।

 हमनषे त्पछली कक्ा में दो पररमषेय संखयाएँ a और b को संखया रषेखा पर दशा्मकर, उनको जोिनषे िालषे रषेखाखंड का  

 मधय त्बंदु a + b
2

 होता है यह त्दखाया था । यह त्नषकर्म अभी प्राप्त सूरि का एक त्िशषेर प्रकार है, इसषे धयान में   

रखखए । 

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

उदा.(1)  यत्द त्बंदु A(3,5) और त्बंदु B(7,9) है और त्बंदु Q यह रषेखाखंड AB को 2ः3 अनुपात में त्िभात्जत करता हो, तो  
  त्बंदु Q के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।
हल   ः  त्दए गए उदाहरण में, माना (x1, y1) = (3, 5) 
   और (x2, y2) = (7, 9)
     उसी प्रकार, m ः n = 2ः3
   रषेखाखंड के त्िभाजन सूरिानुसार,

   x = 
mx nx
m n

2 1+
+

 =  
2 7 3 3

2 3
23
5

× + ×
+

=   y my ny
m n

=
+
+

2 1  = 
2 9 3 5

2 3
33
5

× + ×
+

=

   \ त्बंदु Q के त्नदतेशांक 23
5

33
5

,







आकृति 5.14

A (x1, y1) P (x, y)

रषेखाखं्ड के मधयतिंदु का  सूरि (Mid-point formula)

  A(x1, y1) और B(x2, y2) यषे दो त्बंदु हैं, और यत्द त्बंदु P(x, y) रषेखा AB का मधय त्बंदु हो तो  

  m = n 
अब त्िभाजन सरूिानुसार, 
  x और y का मान त्लखषेगें । 

B (x2, y2)
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माना, A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3)  
D ABC के शीर्म त्बंदु हैं । रषेख AD D ABC की 
माखधयका है ।  त्बंदु G(x, y) त्रिभुज का केंद्रि है ।
 त्बंदु D रषेख BC का मधय त्बंदु है ।  

उदा.(2)  A(-4,2),  B(6,2) इस रषेखाखंड का मधय त्बंदु P हो, तो P त्बंदु के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।
हल  ः  

आकृति 5.16

2

1

A(x1, y1)

C(x3, y3)

G(x, y)

B(x2, y2) D

आकृति 5.15

A (-4,2) B (6,2)P (x, y)

     (-4, 2) = (x1, y1) ; (6, 2) = (x2, y2) और त्बंदु P के त्नदतेशांक (x, y)

    \ मधय त्बंदु के सरूिानुसार,

  x = x x1 2

2
+  = − +4 6

2
 = 2

2
 = 1

y = y y1 2

2
+  = 2 2

2
+  = 4

2
 = 2

\ मधय त्बंदु P के त्नदतेशांक (1,2) प्राप्त होंगषे । 

थोड़ा याद करें

हम जानतषे हैं त्क त्रिभुज की माखधयकाएँ संगामी होती हैं ।
संगामी त्बंदु (centroid) माखधयका को 2ः1 के अनुपात में त्िभात्जत करता है ।

आओ जानें

केंद्रव तिंदु का सूरि (मातधयका संगामी तिंदु का सूरि) (Centroid formula)

त्रिभुज के तीनों शीर्म त्बंदुओं के त्नदतेशांक त्दए गए हों तो त्िभाजन सूरि का उपयोग करके केंद्रि त्बंदु के त्नदतेशांक 
कैसषे प्राप्त कर सकतषे हैं । यह हम दषेखेंगषे ।
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\  तिंदु	D	के	तनददेरांक	x =	 x x2 3

2

+ ,	 y =	 y y2 3

2

+ 	..........	िेखाखंड	के	मधयतिंदु	के	सूत्ानुसाि

	 तिंदु	G(x,	y)	यह	D	ABC	की	मातधयकाओं	का	केंद्रव	है	।	\	AG	ः	GD	=	2	ः	1
\ िेखाखंड	के	तवभािन	सूत्ानुसाि,

 x =	
2

2
1

2 1

2 3
1

x x x+





 + ×

+ 	=	 x x x2 3 1

3

+ + 	 =	 x x x1 2 3

3

+ +

 y =	
2

2
1

2 1

2 3
1

y y y+





 + ×

+
	=	 y y y2 3 1

3

+ + 	=	 y y y1 2 3

3

+ +

	 अथा्शि,	रीर्श	तिंदु	(x1,	y1),	(x2,	y2),	(x3,	y3) वाले	तत्भिु	के	केंद्रव	के	तनददेरांक

 
x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3

+ + + +





, 	होिे	हैं	।

	 इसे	ही	केंद्रव (माध्यिकाओं के संगामी तिंदु) का सूत्र	कहिे	हैं	।

इसे ्यिान में रखें

·	 तवभािन	सूत्	
   (x1,	y1)	औि	(x2,	y2)	इन	दो	तभन्न	तिंदुओं	को	िोड़न	ेवाले	िेखाखंड	को	m ः	n	के	अनुपाि	में	तवभातिि	 
	 किने	वाल	ेतिंदु	के	तनददेरांक	 mx nx

m n
my ny
m n

2 1 2 1+
+

+
+







, 	होिे	हैं	।

·	 मधय	तिंदु	का	सूत्	
   (x1,	y1)	औि	(x2,	y2)	इन	दो	तभन्न	तिंदुओं	को	िोड़न	ेवाले	िेखाखंड	के	मधय	तिंद	ुके	तनददेरांक		 	

 x x y y1 2 1 2

2 2

+ +





, 	होिे	हैं	।

·	 केंद्रव	का	सूत्	
	 यतद	(x1,	y1),	(x2,	y2)	औि	(x3,	y3)	ये	तत्भिु	के	रीर्श	तिंदुओं	के	तनददेरांक	हों	िो	केंद्रव	का	तनददेरांक		

 x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3

+ + + +





, 	होिा	है	।	
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������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

उदा. (1)  त्बंदु A(-7,4) और त्बंदु B(-6,-5) है । त्बंदु T यह रषेखाखंड AB को 7ः2 के अनुपात में त्िभात्जत  
   करता है, तो त्बंदु T के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।

हल  ः माना, T का त्नदतेशांक (x, y) है ।

   \ रषेखाखंड के त्िभाजन सूरिानुसार,

   x = mx nx
m n

2 1+
+

 = 7 6 2 7
7 2

× −( ) + × −( )
+

 

    = - -42 14
9

 = -56
9

   y = my ny
m n

2 1+
+

 = 7 5 2 4
7 2

× −( ) + ×( )
+

 

    = − +35 8
9

 = -27
9

 = -3

   \ त्बंदु T का त्नदतेशांक −
−








56
9

3,  प्राप्त होगा ।

उदा. (2)  त्बंदु P(-4, 6) यह त्बंदु A(-6, 10) और त्बंदु B(r, s) को जोिनषे िालषे रषेखाखंड AB को 2ः1 के  
   अनुपात में त्िभात्जत करता है, तो त्बंदु B के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।

हल   ः रषेखाखंड के त्िभाजन सूरिानुसार

          -4 = 
2 ´ r + 1 ´ (-6)

2 + 1

   \   -4 = 
2r - 6

3
   \ -12 = 2r - 6
   \       2r = -6
   \         r = -3

        6 = 
2 ´ s + 1 ´ 10

2 + 1

\   6 = 
2s + 10

3
\ 18 = 2s + 10
\ 2s = 8
\   s = 4

\ त्बंदु B के त्नदतेशांक (-3, 4) है ।

उदा. (3)  त्बंदु A(15,5), B(9,20) और P(11,15) इस प्रकार हैं त्क A-P-B तो ज्ात कीत्जए त्क त्बंदु P  
   रषेखाखंड AB को त्कस अनुपात में त्िभात्जत करता है ।
हल   ः त्बंदु P(11,15) रषेखाखंड AB को m ः n के अनुपात में त्िभात्जत करता है ।    
  \ त्िभाजन सूरिानुसार,

आकृति 5.17

(-7, 4)

7

2

(x, y)
(-6, -5)T
B

A
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   x = mx nx
m n

2 1+
+

   \ 11 = 9 15m n
m n

+
+

   \ 11m + 11n = 9m + 15n
   \ 2m = 4n

   \ m
n

 = 4
2

 = 2
1

   \ त्िभाजन  अनुपात 2 ः 1 है । 

उदा. (4)  त्बंदु A (2,-2) और  B(-7,4) को जोिनषे िालषे रषेखाखंड को तीन समान भागों में त्िभात्जत (सम  
   त्रिभाजन) करनषे िालषे त्बंदुओं के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।   
   (रषेखाखंड के िषे दो त्बंदु जो रषेखाखंड को तीन समान भागों में त्िभात्जत करतषे हैं, उनहें उस रषेखाखंड के सम 
   त्रिभाजक त्बंदु कहतषे हैं ।)
हल  ः माना त्बंदु P और Q यषे त्बंदु A और त्बंदु B को जोिनषे िालषे रषेखाखंड के त्रिभाजक त्बंदु हैं । अथा्मत त्बंदु 
   P और Q के कारण रषेखाखंड AB के तीन समान भाग होतषे हैं ।
   AP = PQ = QB .......... (I)

   AP
PB

 = AP
PQ + QB

 = AP
AP + AP

 = AP
2AP

 = 1
2

 .......... (I) सषे

   त्बंदु P रषेखाखंड AB को 1ः2 के अनुपात में त्िभात्जत करता है ।

इसी प्रकार y  त्नदतेशांक का मान रखकर 
प्राप्त अनुपात त्कतना आएगा ? ज्ात 
कीत्जए और अपना त्नषकर्म त्लखखए ।

   P का x त्नदतेशांक = 1 7 2 2
1 2

× −( ) + ×
+

 = − +7 4
3

 = -3
3

 = -1

   P का  y त्नदतेशांक = 1 4 2 2
1 2

× + × −( )
+

 = 4 4
3
-  = 0

3
 = 0

   उसी प्रकार त्बंदु Q रषेखाखंड AB को 2ः1 के अनुपात में त्िभात्जत करता है । अथा्मत 
AQ
QB

 = 2
1

   Q का x त्नदतेशांक = 2 7 1 2
2 1

× −( ) + ×
+

 = − +14 2
3

 = -12
3

 = -4

   Q का y त्नदतेशांक = 2 4 1 2
2 1

× + ×−
+

 = 8 2
3
-  = 6

3
 = 2

   \ रषेखाखंड के त्रिभाजक त्बंदुओं के त्नदतेशांक (-1, 0), (-4, 2) है ।

आकृति 5.18

A P Q B
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आकृति 5.19(-4,	6)

(5,	10)
B

P

A

अतिक जानकारी हेिू ः
तिंदु	A	औि	B	को	िोड़ने	वाल	ेिेखाखंड	का	िाह्य	तवभािन	कैसे	कििे	हैं	?	
A(-4,	6),	B(5,	10)	ऐसे	तिंदु	हों	िो	िेखाखंड	AB	को	3ः1	के	अनुपाि	में	िाह्य	तवभातिि	किने	वाल	े	

	 तिंदु	P	के	तनददेरांक	कैसे	प्राप्त	किेंगे	?	आइए	देखें	।

 AP
BP

	=	 3
1
	अथा्शि	AP,	PB	से	िड़ा	है	औि	A-B-P

AP
BP

	=	 3
1
	अथा्शि	AP	=	3k,	BP	=	k,	िो	AB	=	2k

   \ AB
BP

	=	 2
1

अि	तिंदु	B	िेखाखंड	AP	को	2	ः	1	इस	अनुपाि	में	तवभातिि	कििा	ह	ै।

तिंदु	A	औि	तिंदु	B	के	तनददेरांक	तदए	होने	पि	हमने	तिंद	ुP	के	तनददेरांक	ज्ाि	किना	सीखा	है	।

प्रशनसंग्रह 5.2

1.	 यतद	तिंदु	P	तिंदुओं	A(-1,7)	औि	B(4,-3)	को	िोड़ने	वाले	िेखाखंड	को	2	ः	3	अनुपाि	में	तवभातिि	कििा	हो	 
	 िो	तिंदु	P	के	तनददेरांक	ज्ाि	कीतिए	।
2.		 नीचे	तदए	गए	प्र्येक	उदाहिर	में	िेखाखंड	PQ	को	a	ः	b	के	अनुपाि	में	तवभातिि	किने	वाले	तिंदु		A	के	तनददेरांक	
	 ज्ाि	कीतिए	।	  
	 (1)	P(-3,	7),	Q(1,	-4),	a	ः	b	=	2	ः	1	
	 (2)	P(-2,	-5),	Q(4,	3),	a	ः	b	=	3	ः	4	
	 (3)	P(2,	6),	Q(-4,	1),	a	ः	b	=	1	ः	2
3.	 यतद	P-T-Q	है,	िो	तिंदु	T(-1,	6),	तिंदु	P(-3,	10)	औि		तिंद	ुQ(6,	-8)	को	िोड़न	ेवाले	िेखाखंड	
	 को	तकस	अनुपाि	में	तवभातिि	कििा	है,	ज्ाि	कीतिए	।
4.	 	िेखाखंड	AB	यह	वृ्ि	का	वयास	है,	तिसका	केंद्र	तिंदु	P	है	।	A(2,	-3)	औि	P	(-2,	0)	हो	िो	तिंदु	B	क	े 
	 तनददेरांक	ज्ाि	कीतिए।
5.	 तिंदु	A(8,	9)	औि		B(1,	2)	को	िोड़न	ेवाले	िेखाखंड	AB	को	तिंद	ुP(k,	7)	तकस	अनुपाि	में	तवभातिि	 
	 कििा	है	ज्ाि	कीतिए	औि	k	का	मान	ििाइए	।
6.	 (22,	 20)	 औि	 	 (0,	 16)	 को	 िोड़ने	 वाले	 िेखाखंड	 के	 मधयतिंदु	 के	 तनददेरांक	 ज्ाि	 कीतिए	 । 
7.	 नीच	ेतत्भुि	के	रीर्श	तिंदु	तदए	हैं	।	प्र्यके	तत्भुि	के	केंद्रव	का	तनददेरांक	ज्ाि	कीतिए	।						
	 (1)(-7,	6),	(2,	-2),	(8,	5)	
	 (2)	(3,	-5),	(4,	3),	(11,	-4)	
	 (3)	(4,	7),	(8,	4),	(7,	11)
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कृति I ः  
  	 संलग्न	 आकृति	 में	 A(-2,	-5),	 
	 	 	 B (0 ,-2) ,C(2 ,1 ) ,D(4 ,4 ) ,		 
	 	 	 E(6,7)	यह	 तिंदु	 िेखा	 l	 पि	 तसथि	है	 ।	 
	 	 	 इन	तनददेरांकों	का	उपयोग	कि	के	नीचे	दी	गई	 
	 	 	 सारिरी	का	अवलोकन	कीतिए	।	

8.  D	ABC	में	 तिंदु	G	केंद्रव	 है,	 तिंद	ुA,	B	 िथा	G	के	 तनददेरांक	 	क्रमरः	 (-14,	-19),	 (3,	 5)	औि	 
	 (-4,	-7)	हैं,		िो	तिंदु	C	के	तनददेरांक	ज्ाि	कीतिए	।	
9.	 G	(1,	5)	केंद्रव	वाले	तत्भुि	के	A	(h,	-6),	B	(2,	3)	औि	C	(-6,	k)	रीर्श	तिंद	ुहों	िो	h	औि		k	के 
	 मान	ज्ाि	कीतिए	।
10.	 तिंदु	A	(2,	7)	औि		B(-4,	-8)	को	िोड़न	ेवाले	िेखाखंड	AB	के	 तत्भािक	तिंदुओं	के	 तनददेरांक	ज्ाि	 
	 कीतिए	।
11.	 A	(-14,	-10),	B(6,	-2)	को	िोड़ने	वाले	िेखाखंड	AB	को	चाि	सवाांगसम	िेखाखंडों	में	तवभातिि	किने	 
	 वाले	तिंदुओं	के	तनददेरांक	ज्ाि	कीतिए	।	
12.	 A	(20,	10),	B(0,	20)	को	िोड़ने	वाले	िेखाखंड	AB	को	पांच	सवाांगसम	िेखाखंडों	में	तवभातिि	किने			
	 वाल	ेतिंदुओं	के	तनददेरांक	ज्ाि	कीतिए	।

आओ जानें

A
B

C

D

E
l

X

Y

X¢

Y¢

4

41

3
(4,	4)

(6,	7)

(-2,	-5)

-3 2

7

2
(2,	1)

-2 3

6

1

(0,	-2)

-1

5

0

आकृति 5.20

रेखा का ढाल (Slope of a line)

समिल	िमीन	 पि	 चलिे	 समय	 हमें	 परिश्रम	
नहीं	किना	पड़िा	है	।	ऊँचाई	(ढलान)	पि	चढ़िे	समय	
थोड़ा	 परिश्रम	किना	 पड़िा	 है	 ।	 मनुषय	 की	 साँस	 फूल	
सकिी	है	।	हमन	ेतवज्ान	में	अधययन	तकया	है	तक	ऊँचाई	
(ढलान) वाल	ेिासिे	पि	चढिे	समय	गुरु्वाकर्शर	िल	के	
तवरुद्ध	काम	किना	पड़िा	है	।

प्रिलीय	 तनददेरांक	 भूतमति	 में	 िेखा	 का	 ढाल	
एक	महत्वपूर्श	संकलपना	है	।	नीचे	दी	गई	कृति	से	इस	
संकलपना	को	समझेंगे	।	
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अ. 
क्र.

प्रथम 
त्बंदु

द् त्ितीय 
त्बंदु

प्रथम त्बंदु के 
त्नदतेशांक 
(x1, y1)

द ्त्ितीय त्बंदु 
के त्नदतेशांक 
(x2, y2)

y y
x x

2 1

2 1

-
-

1 C E (2, 1) (6, 7)
7 1
6 2

-
-

 = 6
4

 = 3
2

 

2 A D (-2, -5) (4, 4)
4 5
4 2
− −( )
− −( )

 = 9
6

 = 3
2

3 D A (4, 4) (-2, -5)
- -
- -

5 4
2 4

 = -
-

9
6

 = 3
2

4 B C -- -- --

5 C A -- -- --

6 A C -- -- --

 साररणी में ररक्त सथानों की पतू्त्म कर साररणी पूण्म कीत्जए । इसी प्रकार रषेखा l पर खसथत अनय जोत्डयाँ लषेकर 

प्रतयषेक युगम के त्लए अनुपात y y
x x

2 1

2 1

-
-

 ज्ात कीत्जए ।

 इस कृत्त सषे हमें यह धयान में आता है त्क रषेखा l के त्कसी भी दो त्बंदुओं (x1, y1) और (x2, y2) के त्लए 
y y
x x

2 1

2 1

-
-

 यह अनुपात खसथर है ।

रषेखा l पर (x1, y1) और (x2, y2) कोई भी दो त्बंदु हों तो y y
x x

2 1

2 1

-
-

 इस अनुपात को रषेखा का ढाल कहतषे हैं ।

रषेखा के ढाल को सामानय रूप सषे m अक्र सषे दशा्मतषे हैं ।    
 \  m = 

y y
x x

2 1

2 1

-
-
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 (5)  X- अक् की धन त्दशा की ओर बनषे अत्धक कोण िाली रषेखा n का ढाल ॠणातमक है ।

X-अक्, Y-अक् और अक्ों के समांिर रषेखाओं के ढाल : 
 आकृत्त 5.22 में, (x1, 0) और (x2, 0) 
 यह X- अक् के दो त्बंदु है ।

 X- अक् का ढाल = 0 - 0
x2- x1

 = 0

 उसी प्रकार, (0, y1) और (0, y2) यह 
 Y- अक् के दो त्बंदु हैं ।

 Y- अक् का ढाल = 
y2- y1

0 - 0  = 
y2- y1

0 , 

 परंतु 0 सषे त्कसी भी संखया में भाग नही जानषे सषे 

 Y- अक् के ढाल की गणना नहीं की जा सकती है ।

 उसी प्रकार रषेखा m की तरह ही X- के समांतर त्कसी भी रषेखा का ढाल ज्ात करें, िह शूनय प्राप्त होगा ।
 उसी प्रकार रषेखा l की तरह ही Y- अक् के समांतर त्कसी रषेखा का ढाल नहीं बताया जा सकता, ऐसा ज्ात होगा।

 रषेखा का ढाल – तरिकोणतमति के अनुपाि का प्रयोग कर

आकृत्त 5.23 में, P(x1, y1) और Q (x2, y2) रषेखा l पर खसथत दो त्बंदु हैं ।

  रषेखा l यह X अक् को त्बंदु T पर प्रत्तचछषेत्दत करती है ।

 रषेखाखंड QS ^ X- अक्, रषेख PR ^ रषेख QS \ रषेख PR || रषेख TS ......... संगत कोण कसौटी

 \ QR = y2 - y1 और PR = x2 - x1

कृति II ः आकृत्त में रषेखा l, t और n पर कुछ 
   त्बंदु त्दए गए हैं । इस आधारपर उन   
   रषेखाओं के ढाल ज्ात कीत्जए ।  
   आपको पता होगा त्क,
 (1)  रषेखा l और रषेखा t का ढाल धनातमक है ।
 (2)  रषेखा n का ढाल ॠणातमक है ।  
 (3)  रषेखा t का ढाल रषेखा l के ढाल सषे  
   अत्धक है ।
 (4)  X- अक् की धन त्दशा की ओर बननषे िालषे  
   नयून कोण की रषेखा l तथा रषेखा t का ढाल  
   धनातमक है ।

आकृति 5.22

(x2, 0)(x1, 0)

(0, y1)

(0, y2)

l

m

X

Y

0

t

n

l

A(4,0)
B(6,1)

C(3,4)

D(-1,0)
0 X

Y

आकृति 5.21
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सकतषे हैं ।
दो रषेखाओं का ढाल जब समान होता है तब िषे रषेखाएँ X- अक् की धन त्दशा में समान माप के कोण बनाती हैं ।
\ िषे दोनों रषेखाएँ परसपर समांतर होती हैं ।

समांिर रषेखाओं का ढाल (Slope of parallel lines)
कृति ः आकृत्त 5.24 में रषेखा l और रषेखा t इन दोनों ही रषेखाओं द् िारा X- अक् के धन त्दशा में बना कोण q है ।

\  QR
PR

 = tanq .......... (II)

\  (I) तथा (II) सषे, y y
x x

2 1

2 1

-
-

 = tanq

\  m = tanq

अब रषेख PR || रषेख TS और रषेखा l  
 उसकी त्तय्मक रषेखा है ।
\  ÐQPR = ÐQTS .......... संगत कोण

इस प्रकार, रषेखा द्ारा X-अक् के धन त्दशा में 
बनाए गए कोण का िॅन (tan) अनुपात ही उस रषेखा का 
ढाल होता है । इस प्रकार भी ढाल की पररभारा कर 

\ रषेखा l || रषेखा t .......... संगत कोण कसौटी
रषेखा l पर त्बंदु A(-3, 0) और त्बंदु B(0, 3)  

 का त्िचार कीत्जए और रषेखा AB का ढाल ज्ात  
 कीत्जए ।

रषेखा AB का ढाल = 
y y
x x

2 1

2 1

-
-  

              
              = 

 - 

 - 
 =  

   
             = 

उसी प्रकार t पर अपनी सतु्िधानुसार त्बंदु लषेकर 
उसका ढाल ज्ात कीत्जए ।

  इस प्रकार समांतर रषेखाओं के ढाल समान होतषे हैं 
इसकी जाँच आप कर सकतषे हैं ।

\  QR
PR

 = 
y y
x x

2 1

2 1

-
-  .......... (I)

 रषेखा TQ यह X- अक् के साथ q कोण बनाती है ।

आकृति 5.24

A XX`

B

Y

Y`

t

l

(0,3)

(-3,0)
qq

0

आकृति 5.23

X

Y

q

qT

R

S

Q(x 2
, y 2

)

(x2- x1)
P(x 1

, y 1
)

(y2- y1)

l

O
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यहाँ पर q = 45° है ।
ढाल, m = tanq का उपयोग कर समांतर रषेखाओं के ढाल समान होतषे हैं इसकी जाँच करके दषेखखए ।
 उसी प्रकार q = 30°, q = 60° मान लषेकर समांतर रषेखाओं के ढाल समान होतषे हैं इसकी जाँच कीत्जए ।

इसषे धयान में रखें

X- अक् या X- अक् के समांतर रषेखाओं का ढाल शूनय होता है । 
 Y- अक् या Y- अक् के समांतर रषेखाओं का ढाल बताया नहीं जा सकता ।

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������
उदा. (1)  त्बंदु A (-3, 5) और त्बंदु B (4, -1) सषे जानषे िाली रषेखा का ढाल ज्ात कीत्जए ।
हल  ः माना x1 = -3,  x2 = 4,  y1 = 5,  y2 = -1

   \ रषेखा AB का ढाल = y y
x x

2 1

2 1

-
-

 = 
− −
− −( )
1 5

4 3  = -6
7

उदा. (2)  त्सद्ध कीत्जए त्क त्बंदु P(-2, 3), त्बंदु Q(1, 2) त्बंदु R(4, 1) यह एक रषेखीय त्बंदु हैं ।
हल  ः P(-2, 3), Q(1, 2) और R(4, 1) यषे त्दए हुए त्बंदु हैं ।

   रषेखा PQ का ढाल = y y
x x

2 1

2 1

-
-

 = 
2 3

1 2
−

− −( )  = -
1
3

              
   रषेखा QR का ढाल = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = 1 2
4 1
-
-

 = -
1
3

   रषेखा PQ और रषेखा QR का ढाल समान है ।

   परंतु त्बंदु Q यह दोनों ही रषेखाओं पर है ।
   \ त्बंदु  P, Q, R यह एकरषेखीय त्बंदु हैं ।

उदा. (3)  यत्द त्बंदु P(k, 0) और त्बंदु Q(-3, -2), इन दोनों त्बंदुओं को जोिनषे िाली रषेखा का ढाल 2
7

 है तो  
   k का  मान ज्ात कीत्जए ।
हल  ः P(k, 0) और Q(-3, -2)
   रषेखा PQ का ढाल = - -

- -
2 0
3 k

 = -
- -

2
3 k

   रषेखा PQ का ढाल 2
7

 त्दया है ।

   \ -
- -

2
3 k

 = 2
7

  \ k = 4
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उदा. (4)  त्बंदु A (6, 1), त्बंदु B (8, 2), त्बंदु C (9, 4) और त्बंदु D (7, 3) यह c ABCD के शीर्म त्बंदु 
   हों तो त्सद्ध कीत्जए त्क c ABCD एक समांतर चतुभु्मज है ।
हल  ः आपको पता है त्क, रषेखा का ढाल = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 

   रषेखा AB का ढाल = 2 1
8 6

-
-

 = 1
2

  .......... (I)

   रषेखा BC का ढाल = 4 2
9 8

-
-

 = 2   .......... (II)

   रषेखा CD का ढाल = 3 4
7 9

-
-

 = 1
2

  .......... (III)

   रषेखा DA का ढाल = 3 1
7 6

-
-

 = 2   .......... (IV)

   रषेखा AB का ढाल = रषेखा CD का ढाल .......... (I) तथा (III) सषे
   \ रषेखा AB || रषेखा CD
   रषेखा BC का ढाल = रषेखा DA का ढाल .......... (II) तथा (IV) सषे
   \ रषेखा BC || रषेखा DA
   अथा्मत चतुभु्मज के दोनों सममुख भुजाओं के युगम परसपर समांतर है ।
   \ c ABCD एक समांतर चतुभु्मज है ।

प्रशनसंग्रह 5.3

1. त्कसी रषेखा द्ारा X-अक् की धन त्दशा की ओर त्नत्म्मत कोण का माप त्दया गया है, इस आधार पर उन रषेखाओं का  
 ढाल ज्ात कीत्जए ।
 (1) 45°  (2) 60°  (3) 90°  
2. नीचषे त्दए गए त्बंदुओं सषे होकर जानषे िाली रषेखा का ढाल ज्ात कीत्जए । 
 (1) A (2, 3) और B (4, 7)   (2) P (-3, 1) और Q (5, -2) 
 (3) C (5, -2) और D (7, 3)  (4) L (-2, -3) और M (-6, -8) 
 (5) E(-4, -2) और F (6, 3)  (6) T (0, -3)  और S (0, 4)
3. त्नमनत्लखखत त्बंदु एक रषेखीय हैं या नहीं ? जाँच कीत्जए ।
 (1) A(-1, -1),    B(0, 1),    C(1, 3) (2) D(-2, -3),    E(1, 0),    F(2, 1)
 (3) L(2, 5),       M(3, 3),      N(5, 1) (4) P(2, -5),    Q(1, -3),    R(-2, 3)
 (5) R(1, -4),    S(-2, 2),     T(-3, 4) (6) A(-4, 4),    K(-2, 5

2
),    N(4, -2)

4. त्बंदु A (1, -1),त्बंदु B (0, 4),त्बंदु C (-5, 3) यषे त्रिभुज के शीर्मत्बंदु हैं तो त्रिभुज की प्रतयषेक भुजा का  
 ढाल ज्ात कीत्जए । 
5. त्सद्ध कीत्जए त्क, त्बंदु A (-4, -7),त्बंदु B (-1, 2), त्बंदु C (8, 5) और D (5, -4) यह समांतर चतभुु्मज  
 ABCD के शीर्म त्बंदु हैं ।
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6. R(1, -1) और S (-2, k) है । यत्द इस रषेखा RS का ढाल -2  हो तो k का मान ज्ात कीत्जए ।
7. B(k, -5) और C (1, 2) है । यत्द इस रषेखा का ढाल 7  हो तो k का मान ज्ात कीत्जए ।
8. त्बंदु P(2, 4), Q (3, 6), R(3, 1) और S(5, k) है और रषेखा PQ और रषेखा RS परसपर समांतर हो तो  
 k का मान ज्ात कीत्जए ।

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 5

1. उत्चत पया्मय चुनकर ररक्त सथानों की पूत्त्म कीत्जए ।  

 (1) रषेखा AB, यह Y-अक् के समांतर है यत्द त्बंदु  A के त्नदतेशांक (1,3) हो तो,  B त्बंदु के त्नदतेशांक   
  .......... होंगषे ।
  (A)(3,1)      (B)(5,3)       (C)(3,0)       (D)(1,-3)

 (2) त्नमनत्लखखत में सषे त्बंदु  ........ X- अक् पर धन त्दशा की ओर है ।
  (A)(-2,0) (B)(0,2) (C)(2,3) (D)(2,0)

 (3) (-3,4) इस त्बंदु की आरंभ त्बंदु सषे दूरी  ...... है ।
  (A)7 (B) 1 (C) 5 (D)-5

 (4) एक रषेखा द् िारा  X- अक् की धन त्दशा सषे 30° का कोण बनता है, इसत्लए उस रषेखा का ढाल .......... है । 
  (A) 

1
2  (B) 3

2
 (C) 1

3
 (D) 3   

2. त्नमनत्लखखत त्बंदु एक रषेखीय हैं या नही ? त्नख्चत कीत्जए ।
 (1) A (0,2) , B (1,-0.5), C (2,-3)   
 (2) P (1, 2) , Q (2, 8

5
) , R (3, 6

5
)

 (3) L (1,2) , M (5,3) , N (8,6)

3. P (0,6) और Q (12,20) इन त्बंदुओं को जोिनषे िालषे रषेखाखंड के मधय त्बंदु का त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।

4. A (3,8) और B (-9,3) इन त्बंदुओं को जोिनषे िालषे रषेखाखंड को Y- अक् त्कस अनुपात में त्िभात्जत करता  
 है ।

5. X-अक् पर एक ऐसा त्बंदु प्राप्त कीत्जए जो P(2,-5) और Q(-2,9) सषे समान दूरी पर हो ।

6. त्नमनत्लखखत त्बंदुओं के बीच की दूरी ज्ात कीत्जए ।
 (1) A (a, 0), B (0, a) (2) P (-6, -3), Q (-1, 9) (3) R (-3a, a), S (a, -2a)

7. त्कसी त्रिभुज के शीर्म त्बंदु A (-3,1), B (0,-2) और C (1,3) हों तो इस त्रिभुज के पररकेंद्र के त्नदतेशांक  
 ज्ात कीत्जए । 
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8. त्नमनत्लखखत त्बंदुओं को जोिनषे िालषे रषेखाखंड त्रिभुज बना सकतषे हैं कया ? यत्द त्रिभुज  बनता हो तो भुजाओं
के आधार पर त्रिभुज  का प्रकार त्लखखए ।
(1) L (6,4) , M (-5,-3) , N (-6,8)
(2) P (-2,-6) , Q (-4,-2), R (-5,0)
(3) A ( 2 , 2 ), B ( - 2 , - 2 ), C ( - 6 , 6 )

9. यत्द त्बंदुओं P (-12,-3) और Q (4, k) सषे जानषेिाली रषेखा का ढाल  1
2

 हो तो k का मान ज्ात कीत्जए ।

10. त्सद्ध कीत्जए त्क, त्बंदुओं A(4, 8) और B(5, 5) को जोिनषे िाली रषेखा त्बंदुओं C(2,4) और D(1,7)
को जोिनषे िाली रषेखा के समांतर है ।

11. त्सद्ध कीत्जए त्क, त्बंदु P(1,-2), Q(5,2), R(3,-1)और S(-1,-5) समांतर चतभुु्मज के शीर्म त्बंदु हैं ।
12. यत्द त्बंदु P(2,1), Q(-1,3), R(-5,-3) और S(-2,-5) हो तो त्सद् ध कीत्जए त्क c PQRS एक आयत

है ।
13. A (-1, 1), B (5, -3) और C (3, 5)  इन शीर्म त्बंदु िालषे त्रिभुज की माखधयकाओं की लंबाई ज्ात

कीत्जए ।
14«. यत्द D (-7, 6), E (8, 5)और F (2, -2) त्रिभुज की भुजाओं के मधय त्बंदु हों तो उस त्रिभुज  के केंद्रि 
 त्बंदु के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।
15. त्सद्ध कीत्जए, त्क A(4, -1), B(6, 0), C(7, -2) और D(5, -3) िग्म के शीर्म त्बंदु हैं ।
16. शीर्म त्बंदु A(7, 1), B(3, 5) और C(2, 0) िालषे त्रिभुज के पररिृतत के केंद्र (पररकेंद्र) के त्नदतेशांक ज्ात

कीत्जए ।
17. यत्द त्बंदु A(4,-3) और B(8,5) हो तो रषेखाखंड AB को 3ः1 के अनुपात में त्िभात्जत करनषे िालषे त्बंदु के  
 त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।
18«. त्बंदुओं A(-4, -2), B(-3, -7) C(3, -2) और D(2, 3) को क्रम सषे जोिनषे पर बननषे िालषे 

c ABCD का प्रकार त्लखखए ।
19«. त्बंदु P, Q, R और S के कारण रषेखाखंड AB पाँच सिाांगसम भागों में त्िभात्जत होता है । यत्द

A-P-Q – R-S-B  और Q(12, 14) तथा S(4, 18) हो तो A, P, R, B के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।
20. P (6,-6), Q (3,-7) और R (3,3) इन त्बंदुओं सषे जानषे िालषे िृतत के केंद्र के त्नदतेशांक ज्ात कीत्जए ।
21«. समांतर चतुभु्मज के तीन शीर्म त्बंदुओं के त्नदतेशांक A (5,6), B (1,-2) और C (3,-2) हों तो चौथषे त्बंदु  

के सभी त्नदतेशांकों की त्जतनी संभि हो उतनी जोत्ियाँ ज्ात कीत्जए । 
22. A (1,7), B (6,3) C (0,-3) और  D (-3,3) शीर्म त्बंदुओं िाला एक चतुभु्मज है । इस चतुभु्मज के प्रतयषेक
 त्िकण्म का ढाल ज्ात कीत्जए ।

rrr
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थोड़ा याद करें

1. संलग्न आकतृ्त के आधार पर ररक्त सथानों की पूत्त्म कीत्जए ।

· त्रिकोणत्मतीय अनुपात     · त्रिकोणत्मतीय सि्मसत्मकाएँ

· उन्नत कोण तथा अिनत कोण     · ऊँचाई तथा दूरी पर आधाररत उदाहरण

sin q =  , cos q =   ,

2. नीचषे त्दए गए अनुपातों के बीच का संबंध त्लखखए ।

 (i) 
sin
cos

q
q

 =    (ii) sin q =  cos (90 - ) 

 (iii) cos q = sin (90 - ) (iv) tan q tan (90 - q) =  

3. नीचषे त्दया गया समीकरण पणू्म कीत्जए ।
 sin2 q +  cos2 q =  

4. नीचषे त्दए गए त्रिकोणत्मतीय अनुपातों का मान त्लखखए । 

 (i) sin30° = 
1

 (ii) cos30° =  (iii) tan30° = 

 (iv) sin60° =  (v) cos45° =  (vi) tan45° =    

  हमनषे नौिीं कक्ा में नयूनकोण के कुछ त्रिकोणत्मतीय अनुपातों का अधययन त्कया है । इस िर्म नयून कोण  के 
 ही कुछ और त्रिकोणत्मतीय अनुपातों का अधययन करेंगषे ।

A

B Cq

आकृति 6.1 tan q =  

6 तरिकोणतमति

आओ सीखें
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A

BC q

आकृति 6.2

      अाकतृ्त 6.2 में, 

  sinq = 
AB
AC 

 

\  cosecq = 1
sinq

 

   = 
1

AB
AC   

   = 
AC
AB 

 

 अथा्मत, cosecq = 
कण्म

सममुख भुजा
          

   tanq = 
AB
BC 

 

\  cot q = 
1

tanq  

    = 
1

AB
BC

 cot q = 
BC
AB 

 = 
संलग्न भुजा 
सममुख भुजा

  cosq = 
BC
AC 

  secq = 
1

cosq

   = 1
BC
AC

   = 
AC
BC 

 अथा्मत, secq = 
कण्म

संलग्न भुजा
 

  tanq =
sinq
cosq

 यह आप जानतषे हैं ।

\ cot q = 
1

tanq

   = 1
sin
cos

q
q

   =
cos q
sin q

\ cot q = cos q
sin q

आओ जानें

कोसषेक, सषेक और कॉि अनुपाि (cosec, sec and cot ratios)

कोण के साईन अनुपात के वयुतक्रम अनुपात को कोत्सकेंट (cosecant) अनुपात कहतषे हैं ।

संक्षेप में इसषे cosec त्लखा जाता है । \ cosecq = 
1

sinq

इसी प्रकार कोसाइन और टँजेंट अनुपातों के वयुतक्रम अनुपात को क्रमश: त्सकेंट (secant) और कोटँजेंट 
(cotangent) अनुपात कहतषे हैं और इसषे संक्षेप में क्रमश: sec और cot त्लखतषे हैं । 

\ secq = 
1

cosq  और cotq = 1
tanq
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अतधक जानकारी हषेिू

 महान भारतीय गत्णतज् आय्मभट  का जनम इ.स. 476 में कुसुमपुर नामक 
गाँि में हुआ था । यह गाँि त्बहार में पटना शहर के पास है । उनहोंनषे  
अंकगत्णत, बीजगत्णत और भूत्मत्त जैसी गत्णत की शाखाओं के त्लए बहुत 
काय्म त्कया । उनहोंनषे ‘आय्मभटीय’ नामक ग्ंथ में अनषेक गत्णतीय त्नषकर्म सूरि 
के रूप में त्लखकर रखषे हैं । उदाहरणाथ्म, 
(1) अंकगत्णतीय शृंखला का n िाँ पद ज्ात करनषे का और प्रथम n पदों  
    के योगफल का सूरि
(2) 2  का मान ज्ात करनषे का सूरि
(3) p का मान 3.1416 चार दशमलि सथान तक का सही मान 

खगोलशासरि के अधययन में उनहोंनषे त्रिकोणत्मत्त का उपयोग त्कया और जया अनुपाि (sine ratio) 
की संकलपना का उपयोग  पहली बार त्कया ।

उस समय के त्ि्ि के गत्णतीय ज्ान को धयान में रखें तो उनके काय्म श्रषेष्ठ थषे । इसत्लए उनके गं्थ का 
प्रसार पूरषे भारत में उसी प्रकार अरब दषेशों सषे होतषे हुए यूरोप तक हुआ । 

सभी त्नरीक्कों का त्िचार था त्क पृथिी खसथर है और सूय्म, चंद्र तथा तारषे पृथिी की पररक्रमा करतषे हैं । 
परंतु आय्मभट नषे त्लखा त्क त्जस प्रकार नाि सषे यारिा करतषे समय तट के िृक् तथा िसतुएँ त्िपरीत त्दशा में 
जाती हुई प्रतीत होती हैं, उसी प्रकार पृथिी के लोगों को भी सयू्म, चंद्र, तारों इतयात्द की गत्त का आभास 
होता है । अथा्मत पृथिी भ्रमण करती ह ै। तब यह मानय हुआ त्क पृथिी अपनषे चारों ओर घूमती है । इसी 
कारण आकाश में ग्ह, तारों के घूमनषे का आभास होता है ।                  

19 अप्रलै 1975 को भारत नषे अंतररक् में अपना पहला उपग्ह अंतररक् में प्रक्षेत्पत त्कया । इस उपग्ह 
को  ‘आय्मभट’ नाम दषेकर दषेश नषे इस महान गत्णतज् को गौरिाखनित त्कया ।

  
इसषे धयान में रखें

त्रिकोणत्मतीय अनुपातों में परसपर संबंध 
cosec, sec और cot इन अनुपातों की पररभारा सषे,

· 
1

sinq  = cosec q  \ sin q ´ cosec q = 1

· 
1

cosq  = sec q  \ cos q ´ sec q = 1

· 
1

tanq  = cot q  \ tan q ´ cot q = 1
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BC2+ AB2

AC2

AB

C

q

आकृति 6.3

« 0°,30°,45°,60° और  90°  माप के कोणों के त्रिकोणत्मतीय अनुपातों की  साररणी।
त्रिकोणत्मतीय 

अनुपात
कोणों के माप (q)

0° 30° 45° 60° 90°

sin q 0
1
2

1
2

3
2

1

cos q 1 3
2

1
2

1
2 0

tan q 0
1
3 1 3

त्नख्चत नहीं कर 
सकतषे

cosec q

= 1
sin q

त्नख्चत नहीं कर 
सकतषे

2 2
2
3 1

sec q

= 1
cos q

1
2
3 2 2

त्नख्चत नहीं कर 
सकतषे

cot q

= 1
tan q

त्नख्चत नहीं कर 
सकतषे

3 1
1
3 0

आओ जानें

तरिकोणतमिीय सव्तसतमकाएँ (Trigonometrical identities)

  संलग्न आकृत्त 6.3 में समकोण D ABC में, ÐB= 90°

  (i) sinq = BC
AC 

  (ii) cosq = 
AB
AC 

   

  (iii) tanq = 
BC
AB 

  (iv) cosecq = AC
BC 

  

  (v) secq = 
AC
AB 

  (vi) cotq =  AB
BC

   

  इसी प्रकार, पायथागोरस के प्रमषेयानुसार ,  
  BC2 + AB2 = AC2 . . . . .(I)
  समीकरण (I) के दोनों पक्ों में AC2 सषे भाग दषेनषे पर 

                   = 
AC2

AC2 
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 \  BC
AC

+ AB
AC

= 1
2

2

2

2

 \  BC
AC

AB
AC







 + 






 =

2 2

1

 \(sinq)2 + (cosq)2 = 1 .... [(sinq)2 को sin2q और (cosq)2  को cos2q इस प्रकार त्लखतषे हैं।] 
  sin2 q + cos2 q = 1 .......... (II)
  अब समीकरण (II) के दोनों पक्ों में sin2q  सषे भाग दषेनषे पर

  
sin
sin

cos
sin sin

2

2

2

2 2

1θ
θ

θ
θ θ

+ =
 

  1 + cot2 q = cosec2 q .......... (III)
  उसी प्रकार, समीकरण (II) के दोनों पक्ों में cos2q  सषे भाग दषेनषे पर     

  
sin
cos

cos
cos cos

2

2

2

2 2

1θ
θ

θ
θ θ

+ =

   tan2 q + 1 = sec2 q 
  1 + tan2 q = sec2 q .......... (IV)
  समीकरण (II), (III), तथा (IV) यह मूलभूत त्रिकोणत्मतीय सि्मसत्मकाएँ हैं ।
  
������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

उदा. (1)  यत्द sinq = 20
29

 हो तो cosq  का मान ज्ात कीत्जए ।

हल ः तवतध I 
  हम जानतषे हैं त्क 
  sin2 q + cos2 q = 1

  20
29

2






  + cos2 q = 1

  400
841

 + cos2 q = 1

  cos2 q = 1 - 400
841

           = 441
841

 

 दोनों पक्ों का िग्ममूल 
 लषेनषे पर           

\ cosq = 21
29

तवतध II 

sinq = 20
29

 

आकृत्त के अनुसार sinq = AB
AC 

 
\ AB = 20k तथा AC = 29k
माना   BC = x
पायथागोरस के प्रमषेय सषे
 AB2+ BC2 = AC2

                       (20k)2+ x2 = (29k)2

 400k2+ x2 = 841k2

  x2 = 841k2 - 400k2

     = 441k2

                \  x = 21k 

        \ cos q = BC
AC 

 = 21k
29k 

 = 21
29 

 

आकृति 6.4

20k
29k

A

B Cx
q
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उदा. (2)  यत्द secq = 25
7

  तो tanq का मान ज्ात कीत्जए ।  
हल ः तवतध I         तवतध II

            \ 5sinq = 12cosq

  \ sin
cos

q
q

 = 12
5

    \ tanq = 12
5

  हम जानतषे हैं त्क,
   1+ tan2q = sec2q

 \1+ 12
5

2






 = sec2q

 \ 1 + 144
25

 = sec2q

 \ 25 144
25
+  = sec2q

 \     sec2q = 169
25

 \      secq = 13
5

  

 \cosq = 5
13

 अब, sin2q + cos2q = 1

            \ sin2q = 1 - cos2q

 \sin2q = 1 - 5
13

2








   

        = 1 - 25
169

         = 144
169

 \ sinq = 12
13

        \ cosecq = 
13
12  

  हम जानतषे हैं त्क,
         1+ tan2q  = sec2q

        \  1+ tan2q  = 
25
7

2








        \     tan2q  = 
625
49  - 1

      = 
625 49

49
-

       = 
576
49

        \      tanq  = 24
7

 

उदा. (3)  यत्द 5sinq- 12cosq = 0 हो तो secq और cosecq के मान ज्ात कीत्जए । 
हल ः  5sinq- 12cosq = 0

आकृत्त के अनुसार,

 sec q = PR
PQ 

 

     \ PQ = 7k, PR = 25k

 पायथागोरस के प्रमषेय सषे,

 PQ2 + QR2 = PR2

     \ (7k)2 + QR2 = (25k)2

     \ QR2 = 625k2 - 49k2 = 576k2

     \ QR = 24k

अब, tan q = QR
PQ 

 = 24k
7k  = 24

7

आकृति 6.5

7k

25k

PQ

R

x

q
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उदा. (4)  यत्द cosq  = 3
2

 तो 1
1
−
+

sec
cosec

θ
θ

 का मान ज्ात कीत्जए ।

हल ः  तवतध I      तवतध II

उदा. (5)  त्सद्ध कीत्जए त्क,  secx + tanx = 
1
1
+
−

sin
sin

x
x

हल ः  sec x + tan x = 
1

cos
sin
cosx

x
x

+

   = 1+ sin
cos

x
x

   = 
( sin )

cos
1 2

2

+ x
x  

   = 1 1
1 2

+( ) +( )
−

sin sin
sin

x x
x

   = 
( sin )( sin )
( sin )( sin )
1 1
1 1
+ +
− +

x x
x x

   = 1
1
+
−

sin
sin

x
x

 

  cosq  = 3
2

 \ secq = 2
3

  sin2q + cos2q = 1

  \ sin2q + 3
2

2








  = 1

  \ sin2q = 1- 3
4

 = 1
4

  \ sinq = 1
2

  \  cosecq = 2

  \ 1
1
−
+

sec
cosec

θ
θ

 = 
1 2

3
1 2

−

+

          = 

3 2
3

3

-

          = 3 2
3 3

-

    cosq  = 3
2

हम जानतषे हैं त्क cos 30° = 3
2

  

 \     q = 30°
 \ sec q = sec 30° = 2

3
  cosec q = cosec 30° = 2

  \ 1
1
−
+

sec
cosec

θ
θ

 = 
1 2

3
1 2

−

+

          = 

3 2
3

3

-

          = 3 2
3 3

-
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उदा. (6)  नीचषे त्दए गए समीकरणों में q का त्नरसन कीत्जए ।
  x = a cot q - b cosec q
  y = a cot q + b cosec q

हल ः  x = a cot q - b cosec q  .......... (I)
  y = a cot q + b cosec q  .......... (II)
  समीकरण (I) तथा (II) को जोिनषेपर
  x + y = 2a cot q

  \ cot q = 
x + y

2a   .......... (III)

  समीकरण (II) में सषे (I) को घटानषेपर,
  y - x = 2b cosec q
  \ cosec q = y x

b
-
2

  .......... (IV)

     अब, cosec2q - cot2q = 1

  \ y x
b

y x
a

−





 −

+





2 2

2 2

 = 1

   \ 
y x
b

y x
a

−( )
−

+( )
4 42

2

2

2

 = 1

                     अथिा  
y x
b

y x
a

−





 −

+







2 2

 = 4

प्रशनसंग्रह 6.1

1. यत्द sinq = 
7
25   तो cosq तथा  tanq का मान ज्ात कीत्जए ।

2. यत्द tanq = 3
4

  तो secq तथा  cosq का मान ज्ात कीत्जए ।

3. यत्द cotq = 40
9

  तो cosecq तथा  sinq का मान ज्ात कीत्जए ।

4. यत्द 5secq- 12cosecq = 0 हो तो secq, cosq तथा sinq  का मान ज्ात कीत्जए ।

5. यत्द  tanq = 1 तो sin cos
sec cosec

θ θ
θ θ

+
+

 का मान ज्ात कीत्जए ।

6. त्सद्ध कीत्जए ।  

 (1) 
sin
cos

2 q
q  + cosq = secq

 (2)  cos2q(1 + tan2q) = 1
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आकृति 6.6

जमीन पर लंबित हैं, इसषे दशा्मनषे के त्लए हम आकतृ्त में लंब रषेखाखंड का उपयोग करेंगषे । हम त्नरीक्क की ऊँचाई का 
त्िचार नहीं करेंगषे । सामानयत: हम मानतषे हैं त्क त्नरीक्क की दृखष्ट क्ैत्तज समांतर है ।

 (3) 1
1
−
+

sin
sin

θ
θ

= secq - tanq

 (4) ( secq - cosq)( cotq + tanq) =  tanq  secq

 (5)  cotq + tanq = cosecq  secq

 (6) 
1

sec tanθ θ−  = secq + tanq

 (7) sec4q - cos4q = 1 - 2cos2q

 (8) secq + tanq = 
cos

sin
θ
θ1−  

 (9) यत्द  tanq + 
1

tanq  = 2  तो त्सद्ध कीत्जए त्क tan2q + 
1

tan2 q 
 = 2 

 (10) 
tan

tan

cot

cot

A

A

A

A1 12 2 2 2
+( )

+
+( )  = sin A cos A

 (11) sec4A (1 - sin4A) - 2tan2A = 1

  (12) 
tan

sec
θ

θ −1  = tan sec
tan sec

θ θ
θ θ
+ +
+ −

1
1

आओ जानें

तरिकोणतमति का उपयोजन (Application of trigonometry)

 कई बार हमें मीनार की, इमारत की या पषेि की 
उँचाई उसी प्रकार जहाज की दीपसतभं सषे दूरी अथिा 
नदी के पाट की चौिाई इतयात्द ज्ात करनी होती है । इन 
दूररयों का हम प्रतयक् रूप सषे मापन नहीं कर सकतषे । त्कंतु 
त्रिकोणत्मतीय अनुपातों की सहायता सषे ऊँचाई तथा दूरी 
त्नख्चत कर सकतषे हैं । 
 ऊँचाई तथा दूरी त्नख्चत करनषे के त्लए सि्मप्रथम 
दी गई जानकारी को दशा्मनषे िाली कच्ी आकतृ्त (त्चरि) 
तैयार करेंगषे । िृक् (पषेि), पि्मत, मीनार आत्द िसतुएँ 
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 सि्म प्रथम हम कुछ संबंत्धत संकलपनाओं का अधययन करेंगषे ।
 (i) दृतष् रषेखा (Line of vision) ः 

 त्बंदु ‘A’ पर खिा त्नरीक्क त्बंदु ‘B’ की ओर दषेखता है तब रषेखा AB को दृखष्ट रषेखा कहतषे हैं ।  
(ii) उन्नि कोण ( Angle of elevation) ः 

 जि हम क्ैतिज समांिर रषेखा की ऊपरी तदशा में दषेखिषे हैं िि िननषे वाला कोण उन्नि कोण होिा है । 
 जि हम क्ैतिज समांिर रषेखा के नीचषे की तदशा में दषेखिषे हैं िि िननषे वाला कोण अवनि कोण होिा है । 

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������
उदा. (1)  त्कसी पषेि के तनषे सषे 10 मी की दूरी पर खिा त्नरीक्क पषेि की चोटी की ओर दषेखता है तब 60°माप का 
  उन्नत कोण बनता है । उस पषेि की ऊँचाई त्कतनी होगी ? ( 3  = 1.73) 
हल ः आकृत्त 6.9 में त्बंदु C के पास त्नरीक्क है और AB पषेि है ।

 रषेखा AM त्नरीक्क की सामानय दृखष्ट रषेखा है, जो  
 त्क्त्तज के समांतर है। त्नरीक्ण त्कया जानषे  
 िाला त्बंदु B, A सषे अत्धक ऊँचाई पर है, तब  
 रषेखा AB यह दृखष्ट रषेखा, रषेखा AM सषे जो  
 कोण बनाती है उसषे उन्नत कोण कहतषे हैं ।  
 आकृत्त में Ð MAB उन्नत कोण है ।

 यत्द त्नरीक्ण त्कया जानषे िाला त्बंदु C कै्त्तज  
 समांतर रषेखा AM के नीचषे हो तब रषेखा AC यह  
 दृखष्ट रषेखा, रषेखा AM सषे अिनत कोण बनाती है ।  
 आकृत्त में Ð MAC यह अिनत कोण है ।

 AB = h =  पषेि की ऊँचाई 
 त्नरीक्क की पषेि सषे दूरी BC = 10 मी
 और उन्नत कोण (q) = Ð BCA= 60°  
    आकतृ्त सषे,   tanq = 

AB 
BC

  .......... (I)

            tan 60° = 3  .......... (II)

  \      
AB 
BC

 = 3   .......... (I) तथा (II) सषे

  \ AB = BC 3  = 10 3

  \  AB = 10 ´ 1.73 = 17.3 मी
  \ पषेि की ऊँचाई 17.3 मी है ।

60°
10 मी

A

BC

(iii) अवनि कोण ( Angle of depression) ः

आकृति 6.7

आकृति 6.9

क्ैत्तज समांतर रषेखा

B

M
A

दृखष्ट
 रषेख

ा

उन्नत कोण

आकृति 6.8

क्ैत्तज समांतर रषेखा

C

M
A

दृखष्ट रषेखा

अिनत कोण
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उदा. (2)  40 मी ऊँची इमारत की छत से उस इमारत से कुछ मीटर की दूरी पर खडे़ सककूटर की ओर देखने पर 30°  
  माप का अवनत कोण बनता है तो वह सककूटर इमारत से ककतनी दूरी पर है ? 

  ( 3  = 1.73)

हल ः आकृकत 6.10 में रेख AB इमारत है । इमारत से ‘x’ मी की दूरी ‘C’ पर सककूटर खड़ा है।   
  आकृकत में A पर कनरीक्षक खड़ा है ।

   AM यह क्षैकतज समांतर रेखा है । 

   Ð MAC यह अवनत कोण है । 

   धयान दें कक Ð MAC तथा Ð ACB  

  एकांतर कोण सवाांगसम है ।  

   आकृकत से,  tan30° = 
AB 
BC

          \     
1

3
 = 

40
x

     \   x = 40 3

               = 40 ´ 1.73 

               = 69. 20 मी

  \ वह सककूटर इमारत से  69.20 मी दूरी पर खड़ा है ।

उदा. (3)  नदी के पाट की चौड़ाई ज्ात करने के किए एक वयक्ति एक ककनारे से दूसरे ककनारे पर क्सथत मीनार की  

  चोटी को देखता है । उस समय 61° माप का उन्नत कोण बनता है । उसी रेखा में नदी के उसी ककनारे  

  से 50  मी की दूरी पर पीछे जाकर मीनार की ऊपरी चोटी को देखने पर 35° माप का उन्नत कोण बनता  

  हो तो नदी की चौड़ाई और मीनार की ऊँचाई ज्ात कीकजए । ( tan61° » 1.8, tan35° » 0.7)

x

MA

B C
30°

30°

40 मी

हल ः  रेख AB नदी के दूसरे ककनारे की मीनार की ऊँचाई को 
 दराशाता है । ‘A’ मीनार की चोटी तथा रेख BC नदी की  
 चौड़ाई दराशाता है । 
 माना कक मीनार की ऊँचाई h मी तथा नदी की चौड़ाई  
 x मी है ।

  आकृकत से tan 61° = 
h
x

           \ 1.8 = 
h
x

आकृति 6.10

A

B C 50 Dx

h

35°61°

आकृति 6.11
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  h = 1.8 ´ x  
   10h = 18x .......... (I)..... 10 सषे गुणा करनषेपर 

समकोण D ABD में,

   tan 35° = h
x + 50

      0.7 = 
h

x + 50
  \        h = 0.7 (x + 50) 

   \    10h = 7 (x + 50) .......... (II)

    [(I) तथा (II) सषे]

    18x = 7(x + 50)

   \ 18x = 7x + 350

   \ 11x = 350

   \     x = 350
11

 = 31.82 

   अब,  h = 1.8x = 1.8 ´ 31.82

              = 57.28 मी. 

   \ नदी के पाट की चौिाई = 31.82 मी मीनार की ऊँचाई = 57.28 मी 

उदा. (4)  रोशनी घर के दरिाजषे पर खिी थी । उसनषे घर  
  सषे कुछ ही दूरी पर खसथत एक पषेि की चोटी  
  पर बैठषे एक गरुि को दषेखा, तब उसकी  
  दृखष्ट सषे 61° माप का उन्नत कोण बना था । 
  उसषे ठीक सषे दषेखनषे के त्लए िह घर की 4  
  मीटर ऊँची छत पर गई । यत्द िहाँ सषे गरुि  
  को दषेखतषे समय 52° मापिाला उन्नत  
  कोण बना तो गरुि जमीन सषे त्कतनी ऊँचाई  
  पर था ? 
  (उततर पासिालषे पूणाांक तक ज्ात  
  कीत्जए ।)

R

T

S

Q

P

44

x

y

52°

29°

38°

61°

आकृति 6.12

  (tan 61° = 1.80, tan 52° = 1.28, tan 29° = 0.55, tan 38° = 0.78) 



136

हल ः माना आकतृ्त 6.12 में PQ घर और SR पषेि है । गरुि R सथान पर है ।
     रषेख QT ^ रषेख RS खींचा

\ c TSPQ आयत है ।
माना SP = x, TR = y
अब, D RSP में, Ð PRS = 90° - 61° = 29° 
उसी प्रकार, D RTQ में, Ð QRT = 90° - 52° = 38°

\ tan Ð PRS = tan29° = SP
RS

\ 0.55 = x
y + 4

\ x = 0.55(y + 4) .......... (I)

उसी प्रकार, tan Ð QRT = TQ
RT

\ tan 38° = x
y

 .......... [ \ SP = TQ = x]

\ 0.78 = x
y

\ x = 0.78y .......... (II)

\ 0.78y = 0.55(y + 4) .......... (I) तथा (II) सषे

\ 78y = 55(y + 4)

\ 78y = 55y + 220

\ 23y = 220

\ y = 9.565 = 10 (पासिालषे पूणाांक तक)

\ RS = y + 4 = 10 + 4 = 14

\ गरुि जमीन सषे 14 मीटर की ऊँचाई पर था ।

उदा. (5)  आँधी के कारण त्कसी पषेि का त्सरा टूटकर जमीन की ओर झुक गया तब झुके हुए त्सरषे द्ारा जमीन सषे  
  30° माप का कोण बनता है । पषेि के त्सरषे तथा तनषे के बीच की दूरी 10 मी हो तो पषेि की ऊँचाई ज्ात  
  कीत्जए ।
हल ः माना, आकतृ्त 6.13 में पषेि AB का शीर्म त्बंदु ‘A’ है । आँधी के कारण ‘C’ पर मुिनषे सषे पषेि त्बंदु D  
  सथान पर (जमीन पर) त्टका हुआ है ।
  Ð CDB = 30°, BD = 10 मी, माना BC = x मी  

  और CA= CD = y मी 
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  समकोण D CDB में, 

     tan30° = 
BC
BD  

   
1
3  = 

x
10

      x = 
10

3

      y = 
20

3

  x + y =  
10

3  + 
20

3

        = 
30

3

  x + y =  10 3  

  पषेि की ऊँचाई 10 3  मी है ।

प्रशनसंग्रह 6.2

1. कोई वयखक्त त्कसी त्गररजाघर सषे 80 मीटर दूरी पर खिा है । उस वयखक्त द्ारा त्गररजाघर की छत की ओर  
 दषेखनषे पर 45° माप का उन्नत कोण बनता हो तो, त्गररजाघर की ऊँचाई ज्ात कीत्जए ।

2. दीपसतंभ सषे त्कसी जहाज की ओर दषेखतषे समय  60° माप का अिनत कोण बनता है । यत्द दीपसतंभ की ऊँचाई  
 90 मीटर हो तो िह जहाज दीपसतंभ सषे त्कतनी दूरी पर होगा?  ( 3 =1.73) 

3. 12 मीटर चौिाई िालषे रासतषे के दोनों ओर आमनषे-सामनषे दो इमारतें हैं । उनमें सषे एक की ऊँचाई 10 मीटर है । 
 उसके छत सषे दूसरषे इमारत की छत की ओर दषेखतषे समय 60° माप का उन्नत कोण बनता हो तो, दूसरी इमारत  
 की ऊँचाई त्कतनी होगी ?

4. 18 मीटर तथा 7 मीटर ऊँचाई िालषे दो खंभषे जमीन पर खडषे़ हैं । उनके ऊपरी त्सरों को जोिनषे िालषे  
 तार की लंबाई 22 मीटर हो तो उस तार द्ारा क्ैत्तज समांतर सतह सषे बनषे कोण का माप ज्ात कीत्जए ।

5. आँधी के कारण त्कसी पषेि का त्सरा टूटकर जमीन सषे 60° माप का कोण बनाता है । पषेि का जमीन पर त्टका  
 हुआ त्सरा तथा पषेि के तनषे के बीच की दूरी 20 मीटर हो तो, पषेि की ऊँचाई ज्ात कीत्जए । 

6.  एक पतंग उितषे समय जमीन सषे 60 मीटर की लंब ऊँचाई तक पहुँचती है । पतंग के धागषे का एक त्सरा जमीन  
 पर बाँधनषे पर जमीन तथा धागषे के बीच 60° माप का कोण बनता है । धागा एकदम सीधा होगा यह मानकर  
 धागषे की लंबाई ज्ात कीत्जए । ( 3  =1.73)

A

B

C

D
आकृति 6.13



138

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 6

1. नीचषे त्दए गए बहुिैकखलपक प्र्नों के उततर का सही त्िकलप चुनकर त्लखखए ।

 (1) sinq  cosecq = त्कतना? 

    (A) 1    (B) 0       (C) 
1
2            (D) 2  

 (2) त्नमनत्लखखत में सषे cosec45° का मान कौन - सा है ? 

    (A) 
1
2     (B) 2        (C) 3

2
           (D) 

2
3

 (3) 1 + tan2q = त्कतना?

    (A) cot2q    (B) cosec2q       (C) sec2q          (D) tan2q

 (4) जब हम क्ैत्तज समांतर रषेखा के ऊपर की त्दशा में दषेखतषे हैं । तब ....... कोण बनता है ।

     (A) उन्नत कोण    (B) अिनत कोण       (C) शूनय           (D) रषेखीय  

2. यत्द sinq = 
11
61 , तो सि्मसत्मका का उपयोग कर cosq का मान ज्ात कीत्जए । 

3. यत्द tanq = 2, तो अनय त्रिकोणत्मतीय अनुपातों के मान ज्ात कीत्जए ।

4. यत्द secq = 
13
12 , तो अनय त्रिकोणत्मतीय अनुपातों के मान ज्ात कीत्जए ।

5. त्सद्ध कीत्जए । 
         (1) secq (1 - sinq) (secq + tanq) = 1

         (2) (secq + tanq) (1 - sinq) = cosq

         (3) sec2q + cosec2q = sec2q ´ cosec2q

         (4) cot2q - tan2q = cosec2q - sec2q

         (5) tan4q + tan2q = sec4q - sec2q

         (6) 
1

1
1

1−
+

+sin sinθ θ  = 2 sec2q

         (7) sec6x - tan6x = 1 + 3sec2x ´ tan2x

         (8) tan
sec

sec
tan

θ
θ

θ
θ+

+
−

1
1

         (9) 
tan
tan

3 1
1

θ
θ
−
−  =  sec2q + tanq
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         (10) sin cos
sin cos sec tan

θ θ
θ θ θ θ
− +
+ −

=
−

1
1

1

6. एक लिका त्कसी इमारत सषे 48 मीटर की दूरी पर खिा है । उस इमारत के ऊपरी त्सरषे की ओर दषेखतषे समय
लिके द्ारा 30°  माप का उन्नत कोण बनता है तो उस इमारत की ऊँचाई त्कतनी होगी ?

7. दीपसतंभ सषे त्कसी जहाज को दषेखतषे समय 30°  माप का अिनत कोण बनता है । दीपसतंभ की ऊँचाई 100 मी
हो तो, दीपसतंभ सषे जहाज की दूरी ज्ात कीत्जए ।

8. 15 मी चौिाईिालषे रासतषे की दोनों ओर आमनषे - सामनषे दो इमारतषे हैं । 12 मी ऊँचाईिाली पहली इमारत की छत
सषे दूसरी इमारत की छत को दषेखनषे पर 30° माप का उन्नत कोण बनता है तो, दूसरी इमारत की ऊँचाई त्कतनी
होगी ?

9. अत्ग्नशामक दल के िाहन पर रखी गई सीढ़ी अत्धक सषे अत्धक 70° माप के कोण तक उठाई जा सकती है । उस
समय सीढ़ी की अत्धक सषे अत्धक लंबाई 20 मी होती है । िाहन पर सीढ़ी का त्सरा जमीन सषे 2 मी ऊँचाई पर
हो तो, सीढ़ी का दूसरा त्सरा जमीन सषे अत्धक सषे अत्धक त्कतनी ऊँचाई पर पहुँचाया जा सकता है? (sin70°
» 0.94)

10«. आकाश में उितषे हुए हिाई जहाज  चालक नषे हिाई अड्षे पर हिाई जहाज को उतारतषे समय  20° का अिनत कोण  
बनाया । उस समय हिाई जहाज का औसत िषेग 200  त्कमी प्रत्त घंटा था । 54 सषेकंड में हिाई जहाज हिाई 
अड्षे पर उतरा । आकाश सषे जमीन पर उतरतषे समय हिाई जहाज जमीन सषे अत्धक सषे अत्धक त्कतनी उँचाई पर 
था?  (sin20° » 0.342)

rrr
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·  त्ित्भन्न घनाकृत्तयों के पृष्ठफल  
 तथा घनफल पर आधाररत त्मत्श्रत  
   उदाहरण

थोड़ा याद करें

 त्पछली कक्ा में हमनषे कुछ त्रित्मतीय आकृत्तयों के पृष्ठफल तथा घनफल का अधययन त्कया है । इसके त्लए 
उपयोग में आनषेिालषे सूरिों को याद करें ।   

क्र. त्रित्मतीय आकृत्त सूरि
1 . घनाभ ऊधिा्मधर पृष्ठों का पृष्ठफल = 2h ( l + b )

संपूण्म पृष्ठफल  = 2  (lb + bh + hl )
घनाभ का घनफल  = lbh

2 .  समघन
         

समघन के ऊधिा्मधर पृष्ठों का पृष्ठफल =  4l2

समघन का संपूण्म पृष्ठफल  = 6l2

समघन का घनफल = l3

3 . लंबिृतताकार 
बषेलन
                 

लंबिृतताकार बषेलन का िक्रपृष्ठफल =  2prh
लंबिृतताकार बषेलन का संपूण्म पृष्ठफल = 2pr ( r + h )
लंबिृतताकार बषेलन का घनफल = pr2h

4 . शंकु

        

शंकु की त्तरछी ऊँचाई (l)  = h r2 2+

शंकु का िक्रपृष्ठफल  = prl 
शंकु का संपणू्म पृष्ठफल = pr (r + l)

शंकु का घनफल = 
1
3  ´ pr2h

l

h

b

· िृतत चाप - िृतत चाप की लंबाई 
· िृतत के द्ैत्रिजय का क्षेरिफल
· िृततखंड का क्षेरिफल

l
h

h

r

r

7 महतवमापन

आओ सीखें

l
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आकृति 7.1

30 सषेमी

20 सषेमी
20 सषेमी

आकृति 7.2

21 सषेमी

10 सषेमी

क्र. त्रित्मतीय आकृत्त सूरि
5. गोला

          
गोलषे का पृष्ठफल = 4 pr2

गोलषे का घनफल = 4
3

 pr3

6. अध्मगोला

          

अध्मगोलषे का िक्रपृष्ठफल = 2pr2

अध्मगोलषे का संपूण्म पृष्ठफल = 3pr2

अध्मगोलषे का घनफल = 2
3

 pr3

तनमनतलतखि उदाहरणों काषे हल कीतजए ।

उदा.(1)

संलग्न आकृत्त में दशा्मएनुसार त्कसी लंब िृतताकार बषेलन के अंतःभाग 
में एक गोला है । गोला िृतताकार बषेलन के आधार, ऊपरी पृष्ठभाग और 
िक्र पृष्ठभाग को सपश्म करती है । िृतत के आधार की त्रिजया r हो तो,

1. गोलषे की त्रिजया और िृतताकार बषेलन की त्रिजया का अनुपात  
 त्कतना होगा ?
2. िृतताकार बषेलन का िक्रपृष्ठफल और गोलषे के िक्रपृष्ठफल  
 का अनुपात त्कतना होगा ? 
3. िृतताकार बषेलन का घनफल और गोलषे के घनफल का   
 अनुपात त्कतना होगा ?

आकृति 7.3

r

r

संलग्न आकतृ्त में 30 सषेमी ऊँचाई, 20 सषेमी लंबाई 
तथा 20 सषेमी चौिाई िाला तषेल का त्डबबा है । उसमें 
त्कतनषे लीटर तषेल भरा जा सकेगा ? (1 लीटर = 1000 
सषेमी3)

संलग्न आकृत्त में जोकर की टोपी और टोपी का 
माप दशा्मया गई है । त्दए गए माप के अनुसार इस टोपी 
को बनानषे में त्कतना कपिा लगषेगा ?

उदा.(2)

 थोड़ा सोचें
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उपयु्मक्त आकृत्तयों में दशा्मएनुसार एक गेंद और गेंद की त्रिजया (r) के बराबर त्रिजया िाला एक बीकर लें । बीकर 
के वयास की लंबाई के बराबर (2r) लंबाई िाली एक कागज की पट्ी लें । पट्ी पर उसकी लंबाई के तीन समान 
भाग करनषे िाली दो रषेखाएँ बनाइए । िह पट्ी बीकर के तल  (आधार) सषे खिी त्चपकाएँ । बीकर में कागज की पट्ी 
सषे नीचषे सषे पहलषे भाग तक पानी भरें उसके प्चात गेंद, बीकर के तल (आधार) तक सािधानीपूि्मक रखें । बीकर में 
पानी की सतह त्कतनी बढ़ी है इसषे दषेखें ।

पानी की सतह , कागज की पट्ी की ऊँचाई तक बढ़ी हुई त्दखषेगी ।
हम इस त्नरीक्ण सषे गेंद का घनफल प्राप्त करनषे का सूरि कैसषे प्राप्त होगा इसषे समझेंगषे । 
बीकर का आकार िृतताकार लंब बषेलन का है इसत्लए बीकर के 2r के बराबर ऊँचाई तक के भाग का घनफल 

िृतताकार लंब बषेलन के घनफल के सूरि सषे प्राप्त होगा । माना घनफल V है ।
\ V = p ´ r2 ´ 2r = 2pr3

    त्कंतु V = गेंद का घनफल + पहलषे भरषे गए पानी का घनफल
 = गेंद का घनफल + 

1
3  ´ 2pr3

\ गेंद का घनफल  = V - 
1
3  ´ 2pr3

  = 2pr3 - 2
3

pr3

  = 
6pr3 - 2pr3

3
 = 

4pr3 

3
 

\ गोलषे के घनफल का सरूि V = 
4
3 pr3 प्राप्त होगा ।

(इस सरूि की सहायता सषे आकृत्त 7.3 के संदभ्म में प्र्न क्रमांक 3 का हल अब आप ज्ात कर सकेंगषे ।)

आकृति 7.5 आकृति 7.6

कृति ः

आकृति 7.4

2r

2r

2r

r



143

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������ 

उदा. (1)  त्कसी िृतताकार बषेलन के आकारिालषे पानी की टंकी की त्रिजया 2.8 मी और उंचाई 3.5 मी है । तो उस  
  टंकी में त्कतनषे लीटर पानी भर जा सकेगा ? एक वयखक्त को प्रत्तत्दन औसतन 70 लीटर पानी लगता हो  
  तो पूरी भरी हुई टंकी का पानी प्रत्तत्दन त्कतनषे वयखक्तयों के त्लए पया्मप्त होगा? (p =  22

7
)

हल ः त्रिजया (r) = 2.8 मीटर,      उँचाई ( h) = 3.5 मीटर,  p =  22
7

                         पानी की टंकी की धाररता =  िृतताकार बषेलन के आकारिाली पानी की टंकी का घनफल 
   = pr2h

   = 22
7

 ´ 2.8 ´ 2.8 ´ 3.5

   = 86.24 मी3

   = 86.24 ´ 1000 लीटर ( \ 1मी3 = 1000 लीटर)
   = 86240.00 लीटर
  \ टंकी में 86240 लीटर  पानी भर जा सकेगा । 
  70 लीटर पानी प्रत्तत्दन एक वयखक्त के त्लए पया्मप्त होता है ।

  \ संपूण्म भरी हुई टंकी का पानी प्रत्तत्दन 
86240

70  = 1232 वयखक्तयों के त्लए पया्मप्त होगा ।

उदा. (2)  30 सषेमी त्रिजया के एक ठोस गोलषे को त्पघलाकर उससषे 10 सषेमी त्रिजयािालषे तथा 6 सषेमी ऊँचाई िालषे  
  ठोस िृतताकार बषेलन बनाए गए तो उससषे बनषे िृतताकार बषेलनों की संखया ज्ात कीत्जए । 
हल ः  गोलषे की त्रिजया r = 30 सषेमी 
  िृतताकार बषेलन की त्रिजया R = 10 सषेमी 
  िृतताकर बषेलन की ऊँचाई  H =   6 सषेमी 
  माना n  िृतताकार बषेलन बनेंगषे
  \    गोलषे का घनफल  =  n ´ एक िृतताकार बषेलन का घनफल 

              \ िृतताकार बषेलन की संखया = n = 
गोलषे का घनफल

एक िृतताकार बषेलन का घनफल
                        

    
=

( )

( )

4
3

3

2

π

π

r

R H

          =
×( )
×

4
3

30

10 6

3

2       =
× × ×

× ×

4
3

30 30 30

10 10 6   = 60 

   \ िृतताकार बषेलनों की कुल संखया 60 
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उदा. (3)  त्कसी सक्फस के तंबू का त्नचला त्हससा िृतताकार बषेलन के आकार का तथा ऊपरी त्हससा शंकु के आकार  
  का है । तंबू के आधार का वयास 48 मी तथा िृतताकार बषेलन की ऊँचाई 15 मी है । तंबू की कुल ऊँचाई  
  33 मी हो तो तंबू बनानषे में लगनषेिालषे कपिषे का क्षेरिफल तथा तंबू में खसथत हिा का घनफल ज्ात कीत्जए । 
हल ः  तंबू की कुल ऊँचाई 33 मी है ।  
  माना िृतताकार बषेलन के भाग की ऊँचाई = H \ H = 15 मी 
  \ शंक्ाकार भाग की लंब ऊँचाई h = (33-15) = 18 मी  
  शंकु की त्तरछी ऊँचाई (l) = r h2 2+

   = 24 182 2+

   = 576 324+

   = 900

                                l = 30 मी

  सक्फस के तंबू में लगनषेिाला कपिा  =  िृतताकार भाग का िक्रपृष्ठफल + शंक्ाकार भाग का िक्रपृष्ठफल

   = 2prH + prl

   = pr (2H + l)

   = 22
7

 ´ 24 (2 ´ 15 + 30)

   = 22
7

 ´ 24 ´ 60

   = 4525.71 िग्म मी

     तंबू में खसथत हिा का घनफल = िृतताकार भाग का घनफल + शंक्ाकार भाग का घनफल  
    = pr2H + 1

3
 pr2h

    = pr2 H +







1
3

h

    = 22
7

 ´ 242 (15 + 1
3

 ´ 18)

    = 22
7

 ´ 576 ´ 21

    = 38,016 घमी
      तंबू के त्लए लगनषेिालषे कपडषे़ का क्षेरिफल = 4525.71 िग्म मी 
     तंबू में खसथत हिा का घनफल  = 38016 घमी 

आकृति 7.7

18 मी

24 मी

15 मी
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प्रशनसंग्रह 7.1

1. त्कसी शंकु के आधार की त्रिजया 1.5 सषेमी तथा लंब ऊँचाई 5 सषेमी हो तो शंकु का घनफल ज्ात कीत्जए ।
2. 6 सषेमी वयासिालषे गोलषे का घनफल ज्ात कीत्जए ।
3. त्कसी लंब िृतताकार बषेलन के आधार की त्रिजया 5 सषेमी तथा ऊँचाइ क्रमश: 40 सषेमी हो तो उसका संपणू्म  
 पृष्ठफल ज्ात कीत्जए ।
4. त्कसी गोलषे की त्रिजया 7 सषेमी हो तो उसका पृष्ठफल ज्ात कीत्जए ।
5. त्कसी धातु के िृतताकार बषेलन की लंबाई, चौिाई और ऊँचाई 44 सषेमी, 21 सषेमी और 12 सषेमी है । उसषे  
 त्पघलाकर 24 सषेमी ऊँचाई का शंकु बनाया गया तो शंकु के आधार की त्रिजया ज्ात कीत्जए ।

6.
3.5 सषेमी

10 सषेमी

आकृति 7.8
शंक्ाकार पानी का जग

10 सषेमी

7 सषेमी

आकृति 7.9
िृतताकार बषेलन के आकार का पारि 

आकृत्त 7.8 तथा 7.9 में त्नरीक्ण 
द ्िारा ज्ात कीत्जए त्क िृतताकार 
बषेलन के आकार िालषे बत्मन में 
त्कतना पानी भरा जाएगा ? 

आकृति 7.10

आकृति 7.11

7. त्कसी िृतताकार बषेलन तथा शंकु का आधार समान है । िृतताकार बषेलन पर शंकु को 
 रखें िृतताकार बषेलन की ऊँचाई 3 सषेमी तथा उसके आधार का क्षेरिफल 100 िग्म  
 सषेमी है यत्द संपणू्म घनाकतृ्त का घनफल 500 घसषेमी हो तो संपणू्म घनाकृत्त की   
 ऊँचाई ज्ात कीत्जए । 

8. संलग्न आकृत्त 7.11 में दी गई जानकारी के   
 आधार पर अध्मगोलषे, िृतताकार बषेलन तथा    
 शंकु सषे बनाए गए खखलौनषे का संपणू्म पृष्ठफल  
 ज्ात कीत्जए ।

9. आकृत्त 7.12 में िृतताकार बषेलन के  
 आकार की चपटी गोली का 10 सषेमी लंबाई  
 का एक िषेष्टन है । एक गोली की त्रिजया 7 त्ममी  
 और ऊँचाई 5 त्ममी हो तो ऐसी त्कतनी गोत्लयाँ  
 उस िषेष्टन में समात्िष्ट होंगी ?  

आकृति 7.13

10. आकृत्त 7.13 में बच्ों  
 का एक खखलौना दशा्मया 
  गया है । खखलौना एक  
 अध्मगोलषे तथा शंकु की 
 सहायता सषे बनाया गया  
 है । आकतृ्त में दशा्मए  
 गए माप के आधारपर  
 खखलौनषे का घनफल  
 तथा पृष्ठफल ज्ात  
 कीत्जए । (p= 3.14 ) 

आकृति 7.12

3 सषेमी

4 सषेमी
40 सषेमी

3 सषेमी

4 सषेमी

14 त्ममी

10 सषेमी
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11. आकृत्त मषे दशा्मएनुसार बीच बॉल का पृष्ठफल  
 तथा घनफल ज्ात कीत्जए ।

     शंकु काटनषे पर शंकु को काटनषे पर 
अलग हुए दो भाग

शंकु छषेद उलटा रखा गया त्गलास

हम पानी पीनषे के त्लए शंक्ाकार पयालषे (गलास) 
का उपयोग करतषे हैं । इस पयालषे का आकार उसी प्रकार 
पानी का आकार यह शंकु छषेद के आकार का होता है । 

आकृति 7.17 आकृति 7.18 आकृति 7.19 आकृति 7.20

आकृति 7.16

शंक्ाकृत्त
भाग

शंकु छषेद

आकृत्त में एक शंकु को उलटा रखा हुआ दशा्मया गया है । इस शंकु को उसके आधार के समांतर काटा गया । इस 
प्रकार हुए दो भागों में सषे एक भाग शंकु ही है । और शषेर भाग को शंकु छषेद कहतषे हैं । 

शंकु की तरह ही शंकु छषेद का पृष्ठफल तथा घनफल ज्ात त्कया जा सकता है । इसके त्लए हम आगषे त्दए गए 
सूरिों का उपयोग करेंगषे ।

आकृति 7.15

14 सषेमी

30
सषेमी

12. आकतृ्त में दशा्मएनुसार लंब  
 िृतताकार बषेलन िालषे गलास  
 में पानी है तथा उसमें  
 2 सषेमी वयास िालषे धातु की  
 एक गोली डुबाई गई है ।  
 तो पानी का घनफल ज्ात  
 कीत्जए ।

आओ जानें

शंकु ्षेद (Frustum of the cone) 

आकृति 7.14

42 सषेमी

r1

h
l

r2
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इसषे धयान में रखें

  h = शंकु छषेद की ऊँचाई,                    l =  शंकु छषेद की त्तरछी ऊँचाई,     
  r1 तथा r2  = शंकु छषेद के िृतताकार भाग की त्रिजया ( r1 > r2)
  शंकु छषेद की त्तरछी ऊँचाई   =  l   = h r r2

1 2
2+ −( )

  शंकु छषेद का िक्रपृष्ठफल   = pl ( r1 + r2  ) 
  शंकु छषेद का संपणू्म पृष्ठफल = pl   (r1 + r2) + pr1

2 + pr2
2      

  शंकु छषेद का घनफल          = 1
3

 ph (r1
2 + r2

2 + r1 ´ r2)

������������ हल तकए गए उदाहरण ������������
उदा. (1)  त्कसी एक शंकु छषेद के आकार की बालटी की ऊँचाई 28 सषेमी है । बालटी के दोनों िृतताकार भाग की 
  त्रिजया 12 सषेमी तथा 15 सषेमी है तो बालटी में भरषे जानषे िालषे पानी की मारिा ज्ात कीत्जए ? (p = 

22
7 ) 

हल  ः  बालटी के िृतताकार भाग की त्रिजया r1 =  15 सषेमी, r2 = 12 सषेमी 
  बालटी की ऊँचाई  h = 28 सषेमी 
  बालटी में भरषे जानषे िालषे पानी की मारिा = शंकु छषेद का घनफल 

   =   1
3

ph ( r1
2 +  r2

2  +  r1 ´ r2) 

   =  1
3

  ´ 22
7

 ´ 28 (152 + 122 + 15 ´ 12)

   =  22 4
3
´  ´ (225 + 144 + 180)

   =  22 4
3
´  ´  549 

   =   88   ´ 183  
   =   16104 सषेमी3  =   16.104 लीटर   
  बालटी में पानी की मारिा 16.104 लीटर  है । 

उदा. (2)  शंकु छषेद के िृतताकार भाग की त्रिजया क्रमश: 14 सषेमी तथा 8 सषेमी है । यत्द शंकु छषेद की ऊँचाई 8 सषेमी  
  हो तो त्नमनत्लखखत के मान ज्ात कीत्जए ।   ( p= 3.14 )
  (i) शंकु छषेद का िक्रपृष्ठफल     (ii)  शंकु छषेद का संपूण्म पृष्ठफल    (iii) शंकु छषेद का घनफल 
हल  ः त्रिजया  r1  = 14 सषेमी ,     r2  = 8 सषेमी,      ऊँचाई h  = 8 सषेमी 

  शंकु छषेद की त्तरछी ऊँचाई l
l
l

 =
=
=

 h r r2
1 2

2

2 28 14 8

64 36

+ −( )

+ −( )
+         = 10 सषेमी 

आकृति 7.21

r2

r1

h l

आकृति 7.22

28 सषेमी

12 सषेमी

15 सषेमी
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  शंकुछषेद का िक्रपृष्ठफल = p(r1 + r2) l 
    = 3.14 ´ (14 + 8) ´ 10 
    = 690.8 िसषेमी
  शंकुछषेद का संपणू्म पृष्ठफल = p(r1 + r2)l + pr1

2  + pr2
2      

    = 3.14 ´ 10 (14 + 8) + 3.14 ´ 142 + 3.14 ´ 82

    = 690.8 + 615.44 + 200.96 
    = 690.8 + 816.4
    = 1507.2 िसषेमी 
  शंकुछषेद का घनफल = 1

3
 ph(r1

2 + r2
2 + r1 ´ r2)

    = 1
3

 ´ 3.14 ´ 8 (142 + 82 + 14 ´ 8) 

    = 3114.88 घसषेमी  

प्रशनसंग्रह 7.2

1. 30 सषेमी ऊँचाई िालषे शंकुछषेद के आकार िाली बालटी के िृतताकार भागों की त्रिजया 14 सषेमी तथा 7 सषेमी है  
 उस बालटी में त्कतनषे लीटर पानी भरा जा सकता है ?  ज्ात कीत्जए । (1 लीटर = 1000 घसषेमी)
2. शंकुछषेद के िृतताकार भाग की त्रिजया क्रमश: 14 सषेमी तथा 6 सषेमी तथा उसकी ऊँचाई 6 सषेमी हो तो 
  त्नमनत्लखखत के मान ज्ात कीत्जए । (p = 3.14)
 (1) शंकुछषेद का िक्रपृष्ठफल    (2)  शंकुछषेद का संपणू्म पृष्ठफल   (3) शंकुछषेद का घनफल
3. त्कसी शंकुछषेद के िृतताकार आधार की पररत्ध क्रमश: 132 सषेमी तथा 88 सषेमी तथा ऊँचाई 24 सषेमी है । तो  
 उस शंकुछषेद का िक्रपृष्ठफल ज्ात करनषे के त्लए त्नमनत्लखखत कृत्त पूण्म कीत्जए ।  (p = 22

7
)

 पररत्ध1 = 2pr1 = 132

          r1 = 
132
2p

 =  सषेमी

 पररत्ध2 = 2pr2 = 88

          r2 = 
88
2p

 =  सषेमी

आकृति 7.23

r2

r1

24 सषेमी

 शंकुछषेद की त्तरछी ऊँचाई    = l

    तथा l = h r r2
1 2

2+ −( )

    \ l = 
2 2

+

     l =  सषेमी
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आकतृ्त में केंद्रीय कोण द्ारा िृतत क्षेरि का दो भागों में 

त्िभाजन हुआ है । प्रतयषेक भाग को दै्त्रिजय कहतषे हैं । 

िृतत की दो त्रिजयाओं और उसके दोनों त्सरों के जोिनषे 

िालषे िृतत चाप द्ारा सीत्मत त्कए हुए भाग को दै्त्रिजय 

कहतषे हैं ।

आकृत्त में O –PMQ और O-PBQ ऐसषे दो दै्त्रिजय 

हैं । 

qP

O

Q

B

M

आकृति 7.25

 शंकुछषेद का िक्रपृष्ठफल = p(r1+ r2)l

   = p ´  ´ 
   =  िग्म सषेमी  

थोड़ा याद करें

संलग्न आकृत्त के आधार पर त्नमनत्लखखत साररणी पूण्म कीत्जए ।

चाप का प्रकार चाप का नाम चाप का माप
लघु िृतत चाप चाप AXB .................

................. चाप AYB .................

आओ जानें

द्ैतरिजय  (Sector of a circle)

A

X

100°
B

Y

O
आकृति 7.24

लरु द्ैतरिजय (Minor sector) ः

दो त्रिजया तथा उसके संगत लघु चाप द्ारा सीत्मत त्कए हुए चाप को लघु दै्त्रिजय कहतषे हैं ।

आकतृ्त में O–PMQ लघु दै्त्रिजय है । 

दीर्त द्ैतरिजय (Major  sector) ः    

दो त्रिजया तथा उसके दीघ्म चाप द्ारा सीत्मत त्कए हुए चाप को दीघ्म द्ैत्रिजय कहतषे हैं । आकतृ्त में O-PBQ 

यह दीघ्म द्ैत्रिजय है । 
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आकृति 7.26

q	=	360° 

q
r

A1	=	pr2 

q	=	180°

q
r

A2	=	
1

2
 pr2

q	=	90°

q
r

A3	=	
1

4
 pr2

q	=	60°

q
r

A4	=	
1

6
 pr2

द्वैतत्रजयि का क्ेत्रफल (Area of a sector)

नीचे	दी	गई	आकृति	में	दरा्शएनुसाि	समान	तत्जयावाले	वृ्ि	के	्ायांतकि	भागों	के	क्षेत्फल	का	तनिीक्षर	किक	े
दी	गई	सारिरी	पूर्श	कीतिए	।		

	 	 वृ्ि	क	ेकेंद्रीय	कोर	का	माप	=	360°	=	पूर्श	कोर

वृ्ि	के	केंद्रीय	कोर	का	माप	=	360°	,	वृ्ि	का	क्षेत्फल	=	pr2

द्ैतत्जय दै्तत्जय	के	चाप	का	माप
q
360

द्ैतत्जय	का	क्षेत्फल
A

A1 360° 360

360
1= 1 ´ pr2

A2 180° 1

2

1

2
  ´ pr2

A3 90° 1

4

1

4
  ´ pr2

A4 60° ................ .............

A q q
360

q
360

  ´ pr2

सारिरी	से	धयान	में	आिा	है	तक	वृ्ि	के	क्षेत्फल	को	 q
360

	से	गुरा	किने	पि	चाप	का	माप	q	वाले	द्ैतत्जय	का	
क्षेत्फल	प्राप्त	होिा	है	।	इसे	सूत्	के	रूप	में	तनमनतलतखि	प्रकाि	से	तलखिे	हैं	।

	 	 द्ैतत्जय	का	क्षेत्फल	(A)	=	 q
360

 ´ pr2

	 	 													इस	सूत्	से	 A
π

θ
r 2 360
= 					अथा्शि	

द्ैतत्जय	का	क्षेत्फल

वृ्ि	का	क्षेत्फल
	=	 q
360
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आकृति 7.27

िृतत की पररत्ध = 2pr
िृतत चाप की 

लंबाई
िृतत चाप का माप

(q)
q

360
िृतत चाप की लंबाई

(l)

l1 360°
360
360

1= 1 ´ 2pr

l2 180°
180
360  = 1

2
1
2

  ´ 2pr

l3 90°
90
360

  = 1
4

1
4

  ´ 2pr

l4 60° ................ .............

l q
q

360
q

360
  ´ 2pr

उपयु्मक्त आकृत्तबंध सषे धयान में आता है त्क िृतत की पररत्ध q
360

  सषे गुणा करनषे पर q माप िालषे िृतत चाप की 
लंबाई प्राप्त होती है ।

  िृतत चाप की लंबाई (l) = q
360

 ´ 2pr
  सूरि के अनुसार,

                    l
r2 360π

θ
=

       
िृतत चाप की लंबाई

पररत्ध
 = q

360

वृति चाप की लंिाई (Length of an arc)
नीचषे दशा्मएनुसार समान त्रिजयािालषे िृततों के गहरषे त्चनहांत्कत त्कए गए चापों की लंबाई का त्नरीक्ण करें तथा 

नीचषे दी गई साररणी पणू्म कीत्जए ।

q = 360° 

 
  l1 = 2pr

q = 180°

l2 = 1
2

 ´ 2pr

q = 90°

l3 = 1
4

 ´ 2pr

q = 60°

l4 = 1
6

 ´ 2pr

q q
q q

l1 l2
l3 l4
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  वृति चाप की लंिाई और द्ैतरिजय के क्षेरिफल में संिंध

  द्ैत्रिजय का क्षेरिफल     A = q
360

 ´ pr2 .......... I

  उसी प्रकार िृतत चाप की लंबाई (l) = q
360

 ´ 2pr 

    \ 
θ

π360 2
=
l
r   .......... II

      A = l
r

r
2

2

π
π×  .......... I तथा II सषे

    A = 1
2

 lr  = lr
2   

    \ द्ैत्रिजय का क्षेरिफल = 
िृतत चाप की लंबाई ´ त्रिजया

2

   उसी प्रकार A
π π

θ
r

l
r2 2 360

= =

 
������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

उदा. (1)  21 सषेमी त्रिजयािालषे द्ैत्रिजय के केंद्रीय 
  कोण का माप 150° हो तो द्ैत्रिजय का  
  क्षेरिफल तथा संगत िृतत चाप की लंबाई  
  ज्ात कीत्जए ।

A B
O21

150°

हल ः r = 21सषेमी, q = 150, p = 22
7

  
  द्ैत्रिजय का क्षेरिफल (A) = q

360
 ´ pr2

    = 150
360

22
7

21 21´ ´ ´

    = 1155
2

 सषेमी2  = 577.5 सषेमी2

  िृतत चाप की लंबाई = l = q
360

 ´ 2pr
   
    = 150

360
2 22

7
21´ ´ ´

    = 55 सषेमी

आकृति 7.28
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उदा. (2)  आकृति	 में	 वृ्ि	का	केंद्र	 P	औि	 तत्जया	 
	 	 6	सेमी	ह	ै।	िेख	QR	वृ्ि	की	सपर्श	िेखा	है	। 
	 	 PR	=	12	सेमी	हो	िो	्ायातंकि	भाग	का	 
	 	 क्षेत्फल	ज्ाि	कीतिए	।	( 3 	=	1.73)
हल	 ः	 वृ् ि	के	सपर्श	तिंदु	से	खींची	गई	तत्जया		

	 	 सपर्श	िेखा	पि	लंि	होिी	ह	ै।
  \ D PQR	में,	Ð PQR	=	90°,		 PQ	=	6	सेमी,	PR	=	12	सेमी		

  \ PQ	=	 PR
2

	 	 यतद	समकोर		तत्भुि	की	एक	भुिा	की	लंिाई	उसके	कर्श	की	लंिाई	की	आधी	हो	िो	उस	भुिा	के	सममुख	
	 	 कोर	का	माप	30°	होिा	है	।
  \ Ð R	=	30° औि	Ð P	=	60°
	 	 30°-60°-90°	प्रमेय	से,	QR	=	 3

2
 ´	PR	=	 3

2
 ´ 12	=	6 3

	 	 QR	=	6 3 	सेमी
       \ A(D PQR)	=	 1

2
	QR	´	PQ

	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	 1
2

 ´ 6 3  ´	6

	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	18 3  

	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	18	´	1.73
	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	31.14	सेमी2

	 	 	 	 दै्तत्जय	का	क्षेत्फल	=	 q
360

 ´ pr2

       \	A(P-QAB)		=	 60
360

3 14 62´ ´.

	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	 1
6
3 14 6 6´ ´ ´.    

	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	3.14	´	6

	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	18.84	सेमी2 

	 	 ्ायातंकि	भाग	का	क्षेत्फल		=	A(D PQR)	-	A(P-QAB)
	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	31.14	-	18.84
	 	 	 	 	 	 			 	 	 	=	12.30	सेमी2

	 	 ्ायांतकि	भाग	का	क्षेत्फल		=	12.30	सेमी2

P

Q
A

B 12

R
6

आकृति 7.29
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उदा. (3)  दी	गई	आकृति	में	वग्श	ABCD	की	प्र्येक	भिुा	की	लंिाई	7	सेमी	है	।	तिंदु	D	को	केंद्र	मानकि	िथा	DA	
	 	 तत्जया	लेकि	खींचा	गया	द्ैतत्जय	D	-	AXC	है,	्ायांतकि	भाग	का	क्षेत्फल	ज्ाि	किन	ेके	तलए	रिक्त	
	 	 चौखटों	को	भिकि	उदाहिर	पूर्श	कीतिए	।

हल	 ः	 	 वग्श	का	क्षेत्फल	=	 	(सतू्)

	 	 	 	 	 =	

	 	 	 	 	 =	49	वग्श	सेमी

	 	 दै्तत्जय	(D-	AXC)	का	क्षेत्फल	=	 	(सूत्)

	 	 	 	 	 =	
360

 ´ 22
7

 ´ 

	 	 	 	 	 =	38.5	वग्श	सेमी

	 	 	 ्ायांतकि	भाग	का	क्षेत्फल	=	 	का	क्षेत्फल	-	 	का	क्षेत्फल

	 	 	 	 	 =	 	वग्श	सेमी	-	 	वग्श	सेमी

	 	 	 	 	 =	 	वग्श	सेमी

प्रशनसंग्रह 7.3

1.	 तकसी	वृ्ि	की	तत्जया	10	सेमी	िथा	वृ्ि	चाप	का	माप	54°	हो	िो	उस	चाप	द्ािा	सीतमि	द्ैतत्जय	का			

	 क्षेत्फल	ज्ाि	कीतिए	।	(p =3.14	)
2.	 तकसी	वृ्िचाप	का	माप	80°	औि	तत्जया	18	सेमी	है	िो	उसके	वृ्िचाप	की	लंिाई	ज्ाि	कीतिए	।	(p =3.14)

3.	 तकसी	द्	वैतत्जय	की	तत्जया	3.5	सेमी	िथा	उसके	वृ्ि	चाप	की	लंिाई	2.2	सेमी	हो	िो	दै्तत्जय	का	क्षेत्फल	 

	 ज्ाि	कीतिए	।

4.	 तकसी	वृ्ि	की	तत्जया	10	सेमी	िथा	उसके	लघु	द्ैतत्जय	का	क्षेत्फल	100	वग्श	सेमी	हो	िो	उसके	दीघ्श	द्ैतत्जय	 

	 का	क्षेत्फल	ज्ाि	कीतिए	।	(p =3.14	)

5.	 15	सेमी	तत्जयावाले	तकसी	दै्तत्जय	का	क्षेत्फल	30	वग्श	सेमी	हो	िो	संगि	वृ्ि	चाप	की	लंिाई	ज्ाि	कीतिए	। 

X

A B

CD 7	सेमी

6.	 संलग्न	आकृति	में	वृ्ि	की	तत्जया	7	सेमी	है	औि		
 m(चाप	MBN)=	60° 
	 िो	(1)	वृ्ि	का	क्षेत्फल	ज्ाि	कीतिए	।
	 				(2)	A(O	-	MBN)	ज्ाि	कीतिए	।
	 				(3)	A(O	-	MCN)	ज्ाि	कीतिए	।

O

B

C

60°

M N

आकृति 7.30

आकृति 7.31
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7. 3.4 सषेमी त्रिजयािालषे त्कसी द्ैत्रिजय की पररत्मत्त  
 12.8 सषेमी है तो द्ैत्रिजय का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए ।

8. संलग्न आकतृ्त में त्बंदु O यह द्ैत्रिजय का केंद्र है । 
 Ð ROQ = Ð MON = 60°, OR = 7 सषेमी,  
 OM = 21 सषेमी हो तो चाप RXQ तथा चाप MYN 
 की लंबाई ज्ात कीत्जए । (p = 22

7
)

9. संलग्न आकतृ्त में A(P-ABC) = 154 िग्म  
 सषेमी और िृतत की त्रिजया 14 सषेमी हो, तो 
 (1) Ð APC का माप ज्ात कीत्जए । 
 (2) चाप ABC की लंबाई ज्ात कीत्जए ।  

P

A
B

C

P

A B C
3.4 सषेमी

X

Q

YO

R
M

N

10. त्कसी द ्िैत्रिजय की त्रिजया 7 सषेमी है । यत्द द्ैत्रिजय के चापों के माप त्नमनत्लखखत हों तो उन दै्त्रिजयों के  
 क्षेरिफल ज्ात कीत्जए । 
 (1) 30°   (2) 210°     (3) 3 समकोण 
11. लघु द्ैत्रिजय का क्षेरिफल 3.85 िग्म सषेमी तथा उसके संगत केंद्रीय कोण का माप 36°  हो तो उस िृतत की त्रिजया  
 ज्ात कीत्जए । 

12. संलग्न आकृत्त 7.35 में  c PQRS एक आयत है । 
 PQ = 14 सषेमी, QR = 21 सषेमी, हो तो आकतृ्त में  
 दशा्मएनुसार x, y और z इस प्रतयषेक भाग का क्षेरिफल ज्ात  
 कीत्जए ।  

L

NM

13. D LMN समबाहु त्रिभुज है । LM = 14 सषेमी.  
 त्रिभुज के प्रतयषेक शीर्म त्बंदु को केंद्र मानकर तथा 7 सषेमी  
 त्रिजया लषेकर आकृत्त में दशा्मएनुसार तीन द्ैत्रिजय खींचकर  
 उसके आधार पर, 
 (1) A (D LMN) = ? 
 (2) एक दै्त्रिजय का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए । 
 (3) तीनों द्ैत्रिजयों का संपूण्म क्षेरिफल ज्ात कीत्जए ।
 (4) रषेखांत्कत भाग का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए । 

आकृति 7.32

आकृति 7.33

आकृति 7.34

आकृति 7.35

आकृति 7.36

P

Q

x
y

z

R

S

A

B
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  िृततखंड PXQ का क्षेरिफल = द्ैत्रिजय (O - PXQ) का क्षेरिफल - D OPQ का क्षेरिफल

                                                    = q
360

 ´ pr2 - D OPQ का क्षेरिफल ---------- (I) 

   आकृत्त 7.39  D OPQ में, रषेख PT यह भुजा OQ पर डाला गया लंब है, 

  समकोण D OTP  में,    sin q  = PT
OP

 

P
X

Q

Y

O आकतृ्त में PXQ लघु िृततखंड है तथा PYQ दीघ्म 

िृततखंड  है ।

लघु िृततखंड का क्षेरिफल त्कस प्रकार ज्ात कर 

सकतषे हैं?

िृततकेंद्र O सषे OP तथा OQ दो त्रिजयाएँ खींचें  । 

हम द्ैत्रिजय O-PXQ का क्षेरिफल ज्ात कर सकतषे हैं । 

इसी प्रकार D OPQ का क्षेरिफल भी ज्ात कर सकतषे हैं । 

द्ैत्रिजय के क्षेरिफल में सषे त्रिभुज का क्षेरिफल घटानषे पर 

िृततखंड का क्षेरिफल प्राप्त होता है । 

आकृति 7.39

आकृति 7.38

P Q

r
O

T

X

X

Y

A B

O
दीघ्म

िृततखंड

लघुिृततखंड

आकृति 7.37

आओ जानें

वृतिखं्ड (Segment of a circle) 

िृतत की जीिा तथा संगत िृतत चाप द्ारा सीत्मत त्कए गए भाग को िृततखंड कहतषे हैं ।

लरु वृतिखं्ड ः जीिा तथा लघु िृततचाप के द्ारा सीत्मत त्कए हुए भाग को 
  लघु िृततखंड कहतषे हैं । आकतृ्त में िृततखंड AXB लघु िृततखंड है ।

दीर्त वृतिखं्ड  ः जीिा तथा दीघ्म िृततचाप द्ारा सीत्मत त्कए हुए भाग को दीघ्म िृततखंड कहतषे हैं ।   
  आकृत्त में िृततखंड AYB यह दीघ्म िृततखंड है ।    

अध्त वृतिखं्ड  ः  वयास द्ारा बननषे िालषे िृततखंडों को अध्म िृततखंड कहतषे हैं । 

वृतिखं्ड का क्षेरिफल (Area of a segment)
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   \ PT = OP ´ sin q
       PT = r sin q  ( \ OP = r)
  D OPQ का क्षेरिफल = 1

2
 ´आधार ´ ऊँचाई 

   = 1
2

 ´ OQ ´ PT

   = 1
2

 ´ r ´ r sin q 

                  = 1
2

 ´ r2 sin q ---------------- (ii) 
  (I)  तथा (II) सषे, 
  िृततखंड PXQ का क्षेरिफल = q

360
 ´ pr2 - 1

2
 r2 sin q

  

                              = r2  pq
360 - sinq

2

  (हमनषे नयूनकोण के साइन अनुपात का अधययन त्कया है इसत्लए धयान रखें त्क q का माप 90° या  
  उससषे कम होनषे पर ही इस सरूि का उपयोग कर सकतषे हैं ।)
 
������������ हल तकए गए उदाहरण ������������

तवतध I ः 
 r = 12, q = 30°, p = 3.14
 द्ैत्रिजय (O-AXB) का 
 क्षेरिफल = q

360
 ´ pr2

   = 30
360

 ´ 3.14 ´ 122

   = 3.14 ´ 12

   = 37.68 िग्म सषेमी

उदा. (1) आकृत्त में Ð AOB = 30°, OA = 12 सषेमी  
  हो तो लघु िृततखंड का क्षेरिफल ज्ात  
  कीत्जए । 
  (p = 3.14)

P
X

12

A B

30°

O

A(D OAB) = 1
2

 r2 ´ sin q

    = 1
2

 ´ 122 ´ sin 30

    = 1
2

 ´ 144 ´ 1
2

.....( \ sin 30 = 1
2

)

    = 36 िग्म सषेमी

आकृति 7.40
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 िृततखंड AXB का क्षेरिफल = द्ैत्रिजय (O - AXB) का क्षेरिफल - A(D OAB)
          = 37.68 - 36 
          = 1.68 िसषेमी

तवतध II ः
  िृततखंड AXB का क्षेरिफल = r2  pq

360 - sinq
2

   = 12 3 14 30
360

30
2

2 . sin×
−





   = 144 3 14
12

1
2 2

.
−

×






   = 144
4

3 14
3

1.
−





   = 36 3 14 3
3

. −





   = 36
3

0 14´ .  = 12 ´ 0.14

   = 1.68 िसषेमी

उदा. (2)  P केंद्रिालषे त्कसी िृतत की त्रिजया 10 सषेमी है । जीिा AB द्ारा िृतत केंद्र पर समकोण बनाया गया हो  
  तो लघु िृततखंड तथा दीघ्म िृततखंड का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए । (p = 3.14)
हल ः r = 10 सषेमी, q = 90, p = 3.14
  द्ैत्रिजय का क्षेरिफल = q

360
 ´ pr2

      = 90
360

´ 3.14 ´ 102

      = 1
4

 ´ 314

      = 78.5 िसषेमी

          A(DAPB) = 1
2

 ´ आधार ´ ऊँचाई

      = 1
2

 ´ 10 ´ 10

      = 50 िसषेमी
  लघु िृततखंड का क्षेरिफल = द्ैत्रिजय का क्षेरिफल - त्रिभुज का क्षेरिफल
      = 78.5 - 50
      = 28.5 िसषेमी

P

X
A B

आकृति 7.41
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  दीघ्म िृततखंड का क्षेरिफल = िृतत का क्षेरिफल - लघु िृततखंड का क्षेरिफल
      = 3.14 ´ 102 - 28.5
      = 314 - 28.5
      = 285.5 िग्म सषेमी

उदा. (3)  14 सषेमी त्रिजयािालषे त्कसी िृतत में समरटभुज अंतत्ल्मखखत त्कया गया है तो समरटभजु के बाह्य तथा  
  िृतत के अंत:भाग का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए । (p = 22

7
, 3  = 1.732)

हल ः समरटभुज की भुजा = समरटभुज के पररिृतत की त्रिजया
  \ समरटभुज की भुजा = 14 सषेमी
    समरटभुज का क्षेरिफल = 6 ´ 3

4
 ´ (भुजा)2

      = 6 ´ 3
4

 ´ 142

      = 509.208 िग्म सषेमी

   िृतत का क्षेरिफल = pr2 

      = 22
7

 ´ 14 ´ 14

      = 616 िसषेमी
  समरटभुज के बाह्य तथा िृतत के अंत:भाग का क्षेरिफल = िृतत का क्षेरिफल - समरटभुज का क्षेरिफल
          = 616 - 509.208    
          = 106.792 िसषेमी

प्रशनसंग्रह 7.4

आकृति 7.42

आकृति 7.43

आकृति 7.44

 आकतृ्त 7.44 में त्बंदु O िृतत का केंद्र है । 
 m(चाप PQR) = 60°, OP = 10 सषेमी, हो 
 तो छायांत्कत भाग का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए ।  
 (p = 3.14, 3  = 1.73)

P Q

O

R
2.

1. आकृत्त 7.43 में त्बंदु A केंद्रिालषे िृतत में  
 Ð ABC = 45°, AC = 7 2  सषेमी, हो  
 तो िृततखंड BXC का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए ।
 (p = 3.14, 2  = 1.41)

X

A

B C

45°7 2 7 2
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3. संलग्न आकृत्त 7.45 में A केंद्र िालषे िृतत में  
 Ð PAR = 30° AP = 7.5 हो तो,  
 िृततखंड PQR का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए ।  
 (p = 3.14)

आकतृ्त 7.46 में O केंद्रिालषे त्कसी िृतत में PQ जीिा है । 
Ð POQ = 90°, और छायांत्कत भाग का क्षेरिफल 
114 िसषेमी हो तो िृतत त्क त्रिजया ज्ात कीत्जए ।  
(p = 3.14)

5. 15 सषेमी त्रिजयािालषे त्कसी िृतत में जीिा PQ िृतत के केंद्र सषे 60° का कोण बनाती है । उस जीिा सषे 
 बननषे िालषे दीघ्म िृततखंड और लघु िृततखंड का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए । (p = 3.14, 3  = 1.73)

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 7

1. नीचषे तदए गए िहुवैकत्पक प्रशनों में सषे उतचि तवक्प चुनकर तलतखए ।
 (1) त्कसी िृतत की पररत्ध तथा क्षेरिफल का अनुपात 2ः7 हो तो उस उस िृतत की पररत्ध त्कतनी होगी?
  (A) 14p (B) 7p  (C) 7p (D) 14

p
 (2) 44 सषेमी लंबाईिालषे त्कसी िृतत चाप का माप 160° हो तो उस िृतत की पररत्ध त्कतनी होगी?
  (A) 66 सषेमी (B) 44 सषेमी (C) 160 सषेमी (D) 99 सषेमी
 (3) त्कसी चाप का माप 90° तथा त्रिजया 7 सषेमी हो तो दै्त्रिजय की पररत्मत्त ज्ात कीत्जए ।
  (A) 44 सषेमी (B) 25 सषेमी (C) 36 सषेमी (D) 56 सषेमी
 (4) त्कसी शंकु के आधार की त्रिजया 7 सषेमी तथा ऊँचाई 24 सषेमी हो तो शंकु का िक्रपृष्ठफल त्कतना  
  होगा?
  (A) 440 सषेमी2 (B) 550 सषेमी2 (C) 330 सषेमी2 (D) 110 सषेमी2

 (5) 5 सषेमी त्रिजया िालषे त्कसी लंबिृतताकार बषेलन का िक्रपृष्ठफल 440 सषेमी2 हो तो उस लंबिृतताकार  
  बषेलन की ऊँचाई त्कतनी होगी?
  (A) 44

p
 सषेमी (B) 22p सषेमी (C) 14p सषेमी (D) 22

p
 सषेमी

 (6) त्कसी शंकु को त्पघलाकर उसके आधार की त्रिजया के बराबर त्रिजया िाला लंबिृतताकार बषेलन बनाया  
  गया । यत्द लंबिृतताकार बषेलन की ऊँचाई 5 सषेमी हो तो शंकु की ऊँचाई त्कतनी होगी ?
  (A) 15 सषेमी (B) 10 सषेमी (C) 18 सषेमी (D) 5 सषेमी

P
Q

A

R

P

QO

R

आकृति 7.45

आकृति 7.46

4.
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 (7) 0.01 सषेमी भुजािालषे समघन का घनफल त्कतना घसषेमी होगा?
  (A) 1 (B) 0.001  (C) 0.0001 (D) 0.000001
 (8) एक घन मीटर घनफल िालषे समघन के भुजा की लंबाई त्कतनी होगी?
  (A) 1 सषेमी (B) 10 सषेमी (C) 100 सषेमी (D) 1000 सषेमी

2. त्कसी शंकु छषेद के आकारिालषे कपिषे धोनषे के टब की ऊँचाई 45  सषेमी है । टब के दोनों िृतताकार भाग की त्रिजया   
 क्रमश: 20 सषेमी तथा 15 सषेमी है । उस टब में पानी रखनषे की क्मता त्कतनी होगी?  (p = 22

7
)

3«. 1 सषेमी त्रिजयािालषे प्ाखसटक की छोटी गोली त्पघलाकर लंबिृतताकार बषेलन के आकार की नली बनाई गई ।  
 नली की मोटाई 2 सषेमी, ऊँचाई 90 सषेमी तथा बाहरी त्रिजया 30 सषेमी हो तो नली बनिानषे के त्लए त्कतनी गोत्लयाँ  
 त्पघलानी पिषेगी?

4. 16 सषेमी लंबाई, 11 सषेमी चौिाई, 10 सषेमी ऊँचाईिालषे त्कसी धातु के आयताकार बषेलन (घनाभ) सषे धातु के  
 2 त्ममी मोटषे तथा 2 सषेमी वयासिालषे कुछ त्सक्े बनानषे हों तो ऐसषे त्कतनषे त्सक्े बनेंगषे ज्ात कीत्जए?

5. त्कसी मैदान को समतल करनषे के त्लए 120 सषेमी वयास तथा 84 सषेमी लंबाई िालषे रोलर के 200 फेरषे लगतषे  
 हैं, तो 10 रु प्रत्तिग्म मीटर की दर सषे मैदान समतल करनषे में त्कतना खच्म लगषेगा ?

6. त्कसी धातु के खोखलषे गोलषे का वयास 12 सषेमी तथा उसकी मोटाई 0.01 मीटर हो तब उस खोखलषे गोलषे के  
 बाहरी भाग का पृष्ठफल ज्ात कीत्जए तथा धातु का घनति 8.88 ग्ाम प्रत्तघनसषेमी हो तो उस खोखलषे गोलषे का  
 द्रवयमान ज्ात कीत्जए । 

7. त्कसी िृतताकार बषेलन के आकार िाली बालटी के आधार का वयास 28 सषेमी तथा ऊँचाई 20 सषेमी है बालटी  
 रषेत सषे पूण्मत: भरी है उस बालटी की रषेत को जमीन पर इसतरह पलत्टए त्क रषेत का शंकु बनषे । रषेत के शंकु की  
 ऊँचाई 14 सषेमी हो तो शंकु के आधार का क्षेरिफल ज्ात कीत्जए ।

8. 9 सषेमी त्रिजयािालषे त्कसी धातु के ठोस गोलषे को त्पघलाकर 4 त्ममी वयासिाला धातु का तार बनाया जाय तो  
 उस तार की लंबाई त्कतनषे मीटर होगी ?

9. 6 सषेमी त्रिजयािालषे त्कसी िृतत के एक दै्त्रिजय का क्षेरिफल 15p सषेमी2 हो तो उस दै्त्रिजय के चाप का   
 माप तथा िृतत चाप की लंबाई ज्ात कीत्जए ।

10. 

आकृति 7.47

संलग्न आकृत्त में िृतत का केंद्र P और रषेख AB िृतत की 
जीिा है । PA = 8 सषेमी और जीिा AB िृतत के केंद्र 
सषे4 सषेमी की दूरी पर हो तो रषेखातं्कत भाग का क्षेरिफल 
ज्ात कीत्जए ।
(p = 3.14,   3  = 1.73)

A

P

B
8 4
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11.	 द्वैत्रिज्य	A-PCQ	में		c ABCD	्यह	एक	वर्ग	 
	 हवै	।	द्वैत्रिज्य	C	-	BXD	की	त्रिज्यया	20	सेमी	हो	 
	 तो	छया्ययंात्कत	भयार	कया	क्ेरिफल	ज्यात	करने	के	त्लए	 
	 नीच	ेदी	रई	कृत्त	पूर्ग	कीत्िए	।

हल  ः	 वर्ग	ABCD	की	भुिया	=	द्वैत्रिज्य	C	-	BXD	की	त्रिज्यया	=	 	सेमी

	 वर्ग	कया	क्ेरिफल	=	(भुिया)2	=	
2
	=	 	.....	(I)

	 वर्ग	के	छया्ययांत्कत	भयार	कया	क्ेरिफल	
	 	 =	वर्ग	ABCD	कया	क्ेरिफल	-	द्वैत्रिज्य	C	-	BXD	कया	क्ेरिफल

	 	 =	  -	 θ
360

 ´ pr2

	 	 =	  -	 90
360

 ´ 3.14
1

 ´ 400
1

	 	 =	  -	314

	 	 =	

	 बड़े	द्वैत्रिज्य	की	त्रिज्यया	=	वर्ग	ABCD	के	त्वकर्ग	की	लंबयाई
	 	 =	20 2
	 बड़े	द्वैत्रिज्य	में	वर्ग	के	बयाहर	के	छया्ययांत्कत	भयार	कया	क्ेरिफल

	 																																	=	द्वैत्रिज्य	(A	-	PCQ)	कया	क्ेरिफल	-	वर्ग	ABCD	कया	क्ेरिफल

	 	 =	A(A	-	PCQ)	-	A(c ABCD)	

	 	 =	 θ
π

360
2× ×






r 	-	

2

	 	 =	 90
360

 ´	3.14	(20 2 )2	-	(20)2

	 	 =	 	-	

	 	 =	

 \ छया्ययंात्कत	भयार	कया	संपूर्ग	क्ेरिफल	=	86	+	228	=	314	वसेमी

आकृति 7.48
A

P

B

Q

X

C

D
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O	और	P	केंद्रवयाले	वृतत	परसपर	त्बंदु	A	पर	अंत:सपर्ग	
करते	हैं,	्यत्द	BQ	=	9,	DE	=	5,	हो	तो	वृतत	की	
त्रिज्यया	ज्यात	करने	के	त्लए	नीचे	दी	रई	कृत्त	पूर्ग	कीत्िए	।

हल  ः	 मयानया	बडे़	वृतत	की	त्रिज्यया	=	R	
तथया	छोटे	वृतत	की	त्रिज्यया	=	r	
OA,	OB,	OC	और	OD	्यह	बड़े	वृतत	की	त्रिज्ययाएँ	हैं	।
\	OA	=	OB	=	OC	=	OD	=	R
PQ	=	PA	=	r
OQ	=	OB	-BQ	=	

OE	=	OD	-	DE	=	

P	केंद्रवयाल	ेवृतत	में	दो	िीवयाओं	के	अंत:	प्रत्तचछेदन	के	रुरधमया्गनुसयार
	OQ	´	OA	=	OE	´ OF

 ´ R	=	  ´  ( \ OE	=	OF)

				R2	-	9R	=	R2	-	10R	+	25

R	=	

											AQ	=	2r	=	AB	-	BQ	

													2r	=	50	-	9	=	41

															r	=	  =	

rrr

आकृति 7.49

A
PO

E

F

B Q

C

D
5

9

12.
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उतिरसूची
प्रकरण 1 समरूपिा

प्रशनसंग्रह 1.1

1. 3
4

   2. 1
2

   3. 3  4. 1ः1  5. (1) BQ
BC

 , (2) PQ
AD

 , (3) 
BC
DC  , (4) DC  AD

QC  PQ
´
´

 

प्रशनसंग्रह 1.2
1. (1) समद् त्िभाजक है । (2) समद् त्िभाजक नहीं है ।  (3) समद ्त्िभाजक है ।

2. PN
NR

= PM
MQ

= 3
2

 अथा्मत रषेखा NM || भुजा RQ 3. QP = 3.5   5. BQ = 17.5 

6. QP = 22.4  7. x = 6 ; AE = 18   8. LT = 4.8  9. x = 10 

10. दतत, XQ, PD, दतत, 
XR
RF

 = 
XQ
QE

 , समानुपात का मूलभूत प्रमषेय, 
XP
PD

 = 
XR
RF

प्रशनसंग्रह 1.3
1. D ABC ~ D EDC कोको कसौटी 2. D PQR ~ D LMN ; समरूपता की भुभुभु कसौटी के अनुसार
3. 12 मीटर    4. AC = 10.5   6. OD = 4.5 

प्रशनसंग्रह 1.4

1. क्षेरिफलों का अनुपात = 9 ः 25   2. PQ2  , 4
9

    3. A(D PQR)  , 4
5

 

4. MN = 15   5. 20 सषेमी   6. 4 2

7. PF ; x  + 2x ; Ð FPQ ; Ð FQP ; DF
PF

2

2 ; 20 ; 45 ; 45  - 20 ; 25 िग्म इकाई  

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 1

1. (1) (B),   (2) (B),  (3) (B),  (4) (D),  (5) (A)

2. 7
13

, 7
20

, 13
20

  3. 9 सषेमी   4. 3
4

    5. 11 सषेमी  6. 25
81

   7. 4 

8. PQ = 80, QR = 280
3

, RS = 320
3

   9. 
PM
MQ

 = 
PX
XQ

 , 
PM
MR

 = 
PY
YR

 ,

10. AX
XY

 = 
3
2      12. 3

2
, 3 2

2
+ , 5

3
, को-को  , 5

3
, 15

प्रकरण 2 पायथागोरस का प्रमषेय

प्रशनसंग्रह 2.1
1. पायथागोरस का त्रिक ; (1), (3), (4), (6)  2. NQ = 6   3. QR = 20.5 
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4. RP = 12, PS = 6 3   5. सिाांगसम कोण की सममुख भुजा  ,  45° ,  
1
2 ,  

1
2 , 

1
2 ,  2

6. भुजा = 5 2  सषेमी, पररत्मत्त = 20 2  सषेमी 7. (1) 18 (2) 4 13  (3) 6 13    8. 37 सषेमी  
10. 8.2 मी.

प्रशनसंग्रह 2.2
1. 12  2. 2 10   4. 18 सषेमी 

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 2
1. (1) (B),   (2) (B),   (3) (A),   (4) (C),   (5) (D),   (6) (C),   (7) (B),   (8) (A). 
2. (1) a 3 , (2) समकोण त्रिभुज होगा  (3) 61 सषेमी,     (4) 15 सषेमी,     (5) x 2 ,     (6) Ð PRQ.
3. RS = 6 सषेमी, ST = 6 3  सषेमी  4. 20 सषेमी   5. भुजा = 2 सषेमी, पररत्मत्त = 6 सषेमी 
6. 7   7. AP = 2 7  सषेमी  10. 7.5 त्कमी / घंटा    12. 8 सषेमी   14. 8 सषेमी
15. 192 िग्म इकाई  17. 58    18. 26

प्रकरण 3 वृति

प्रशनसंग्रह 3.1
1. (1) 90°, सपश्मरषेखा त्रिजया प्रमषेय (2) 6 सषेमी ; कारण लंब दूरी  (3) 6 2  सषेमी (4) 45°
2. (1) 5 3  सषेमी (2) 30° (3) 60° 4. 9 सषेमी

प्रशनसंग्रह 3.2
1. 1.3 सषेमी  2. 9.7 सषेमी  4. (3) 110°  5. 4 6  सषेमी

प्रशनसंग्रह 3.3
1. m(चाप DE) = 90°, m(चाप DEF) = 160° 

प्रशनसंग्रह 3.4
1. (1) 60° (2) 30° (3) 60° (4) 300°  2. (1) 70° (2) 220° (3) 110° (4) 55°
3. mÐR = 92°; mÐN = 88°   7. 44°   8. 121°

प्रशनसंग्रह 3.5
1. PS = 18; RS = 10,   2. (1) 7.5  (2) 12 या 6 
3. (1) 18 (2) 10 (3) 5  4. 4    

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 3
1. (1) D     (2) B     (3) B     (4) C     (5) B     (6) D     (7) A     (8) B     (9) A     (10) C.
2. (1) 9 सषेमी    (2) िृतत के अंतःभाग में  (3) 2 त्बंदु, 12 सषेमी 
3. (1) 6   (2) ÐK = 30°; ÐM = 60°  5. 10  6. (1) 9 सषेमी (2) 6.5 सषेमी 
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(3) 90° ; MS ः SR = 2 ः 1  9. 4 3  सषेमी  
13. (1) 180°  (2) Ð AQP @ Ð ASQ @ Ð ATQ 
(3) Ð QTS @ Ð SQR @ Ð SAQ  (4) 65°, 130° (5) 100°  14.(1) 70° 
(2) 130° (3) 210°  15. (1) 56°  (2) 6      (3) 16 या 9 16. (1) 15.5° 
(2) 3.36 (3) 6  18. (1) 68° (2) OR = 16.2, QR = 13 (3) 13  21. 13 

प्रकरण 4 भूतमिीय रचनाएँ

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 4
1. (1) C (2) A   (3) A

प्रकरण 5 तनदछेशांक भूतमति

प्रशनसंग्रह 5.1
1. (1) 2 2  (2) 4 2   (3) 11

2
  (4) 13  (5) 20  (6) 29

2
 

2. (1) एकरषेखीय है । (2) एकरषेखीय नहीं है ।  (3) एकरषेखीय नहीं है । (4) एकरषेखीय है । 

3. (-1, 0)   7. 7 या -5

प्रशनसंग्रह 5.2

1. (1, 3) 2. (1) − −







1
3

1
3

,  (2) 
4
7

11
7

,−





    (3) 0 13

3
,






   3. 2ः7      4. (-6, 3)

5. 2ः5, k = 6  6. (11, 18)    7. (1) (1, 3)     (2) (6, -2)     (3) 19
3

22
3

,





  

8. (-1, -7)  9. h = 7, k = 18 10. (0, 2) ; (-2, -3)  

11. (-9, -8), (-4, -6), (1, -4)   12. (16, 12), (12, 14), (8, 16), (4, 18)

प्रशनसंग्रह 5.3
1. (1) 1 (2) 3   (3) ढाल त्नख्चत नहीं हो सकता 

2. (1) 2  (2) -
3
8

  (3) 
5
2   (4) 

5
4   (5) 1

2
      (6) ढाल त्नख्चत नहीं हो सकता

3. (1) एकरषेखीय है । (2) एकरषेखीय है । (3) एकरषेखीय नहीं है । (4) एकरषेखीय है ।
    (5) एकरषेखीय है । (6) एकरषेखीय है । 

4. -5; 1
5

; -
2
3

  6. k = 5 7. k = 0 8. k = 5

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 5
1. (1) D  (2) D  (3) C  (4) C  
2. (1) एकरषेखीय है । (2) एकरषेखीय है । (3) एकरषेखीय नहीं है ।  3. (6, 13)  4. 3ः1 
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5. (-7, 0) 6. (1) a 2   (2) 13  (3) 5a  7. −







1
3

2
3

,   

8. (1) हाँ, त्िरमबाहु त्रिभुज  (2) नहीं (3) हाँ, समबाहु त्रिभुज  9. k = 5 

13. 5, 2 13 , 37   14. (1, 3) 16. 25
6

13
6

,





 , त्रिजया = 13 2

6
 17. (7, 3)

18. समांतर चतुभु्मज 19. A(20, 10), P(16, 12), R(8, 16), B(0, 20). 20. (3, -2)

21. (7, 6) एिं (3, 6)  22. 10 एिं 0

प्रकरण 6 तरिकोणतमति

प्रशनसंग्रह 6.1

1. cosq = 24
25

 ; tanq = 7
24

  2. secq = 5
4

; cosq = 4
5

  

3. cosecq = 41
9

; sinq = 9
41

 4. secq = 13
5

; cosq = 5
13

 ; sinq = 12
13

5. sin cos
sec cosec

θ θ
θ θ

+
+

 = 
1
2

प्रशनसंग्रह 6.2
1. त्गररजाघर की ऊँचाई 80 मीटर
2. जहाज की दीपसतंभ सषे दूरी 51.60 मीटर
3. दूसरषे इमारत की ऊँचाई (10 + 12 3 ) मीटर
4. तार द ्िारा त्क्त्तज के समांतर सतह सषे बनाया गया कोण 30°
5. पषेि की ऊँचाई (40 + 20 3 ) मीटर
6. पतंग के धागषे की लंबाई 69.20 मीटर

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 6
1. (1) A (2) B  (3) C  (4) A

2.  cos60 = 60
61

 3. sinq = 2
5

 ; cosq = 1
5

 ; cosecq = 5
2

 ; secq = 5  ; cotq = 1
2

4. sinq = 5
13

 ; cosq = 12
13

 ; cosecq = 13
5

 ; tanq = 5
12

 ; cotq = 12
5

6. इमारत की ऊँचाई 16 3  मीटर

7. जहाज की दीपसतंभ सषे दूरी 100 3
3

 मीटर

8. इमारत की ऊँचाई (12 + 15 3 ) मीटर

9. सीढी का दूसरा त्सरा जमीन सषे अत्धक सषे अत्धक 20.80 मीटर की ऊँचाई पर होगा ।
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10. हिाई जहाज जत्मन सषे अत्धक सषे अत्धक 1026 मीटर ऊँचाई पर था ।

प्रकरण 7 महतवमापन

प्रशनसंग्रह 7.1
1. 11.79 घसषेमी  2. 113.04 घसषेमी 3. 1413 िसषेमी (p = 3.14 लषेनषे पर)  4. 616 िसषेमी
5. 21 सषेमी  6. 12 जग 7. 5 सषेमी  8. 273p िसषेमी 9. 20 गोत्लयाँ 
10. 94.20 घसषेमी, 103.62 िसषेमी  11. 5538.96 िसषेमी, 38772.72 घसषेमी 
12. 1468.67p घसषेमी

प्रशनसंग्रह 7.2
1. 10.780 लीटर 2. (1) 628 िसषेमी (2) 1356.48 िसषेमी (3) 1984.48 घसषेमी

प्रशनसंग्रह 7.3
1. 47.1 िसषेमी  2. 25.12 सषेमी  3. 3.85 िसषेमी   4. 214 िसषेमी   5. 4 सषेमी
6. (1) 154 िसषेमी (2) 25.7 िसषेमी (3) 128.3 िसषेमी  7. 10.2 िसषेमी 
8. 7.3 सषेमी ; 22 सषेमी  9. (1) 90° (2) 22 सषेमी 
10.(1) 12.83 िसषेमी (2) 89.83 िसषेमी (3) 115.5 िसषेमी  11. 3.5 सषेमी 
12. x = 154 िसषेमी ; y = 38.5 िसषेमी ; z = 101.5 िसषेमी 
13. (1) 84.87 िसषेमी  (2) 25.67 िसषेमी (3) 77.01 िसषेमी (4) 7.86 िसषेमी

प्रशनसंग्रह 7.4
1. 3.72 िसषेमी   2. 9.08 िसषेमी  3. 0.65625 िइकाई  4. 20 सषेमी  
5. 20.43 िसषेमी ; 686.07 िसषेमी

प्रकीण्त प्रशनसंग्रह 7
1. (1) A,     (2) D,     (3) B,     (4) B,     (5) A,     (6) A,     (7) D,     (8) C.

2. 20.35 लीटर  3. 7830 गोत्लयाँ 4. 2800 त्सके् (p = 
22
7  लषेकर)  5. 6336 रुपयषे

6. 452.16 िसषेमी ; 3385.94 ग्ाम  7. 2640 िसषेमी    8. 108 मीटर 

9. 150°; 5p सषेमी     10. 39.28 िसषेमी

rrr
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